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PREFATIA 


Opul pe care ’1 suppun aprobarii publicului era 
de ua necessitate simtitam instructiune. Deca nuva 
pute correspunde pe deplin acestei necessitati, cel 
pulin va fi ua incercare care va servicellor mai com- 
petenti, aretandule imperfectiunile de cari vor tre- 
bui se se feresca in redactarea unui alt op de ace- 
iasi natura. 

Divisiunea ce am adoplat este acea priimita de 
autorii francesi cei mai acreditati. In cartea antaiu se 
tratedia proprietatile generali alle liniilor trigono- 
metrice; in adoua, trigonometria plana propriu-disa; 
in atreia, trigonometria sferica ; in a patra, comple- 
rnentul teoriei functiunilor circulare. 

Am cautar, pe cat s’a putut a simplifica demon- 
slratiunile si am insistat pretutindeni assupra apli- 
caliunilor, cari, fie dis in trecat, de multe ori sunt 
considerate numai ca un aeeessoriu nefolositor al 
teoriei, in loc de a fi privite, cum trebue se fie, ca 
scopul final la care tinde teoria. 
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PREFATIA 


In. partea din urma am tratat numai questiunife 
celle mai essentiali pentru completarea teorielor 
din primele trei carti, si cari pute fi studiate fora 
cunoscintia algebrei superiore, care dupe program- 
rna officiale nu se propune de cat in Facultate. 

Asiu fi fericit deca personele copipetente in ma- 
teria ar bine-voi se’mi indice inp,erfectiunile cevor 
gassj in acesta carte, spre a o pute face cat mai pro- 
pria de a satisface trebuintiele pe cari a fost desti- 
nata se le preintimpene. 


Notal- Numerele insemuate eu un astorie de pe marginea pagiuei insem- 
nedia paragraful la care trebue se se refpre lectorul. 
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STUDIUL TUNCTIUNILOB CIKCULAKIE 


GAPITDLDL 1. 

Notiuni preliminarii si definitiuni. 

1. Trigonometria , in sensul cel mai general al cu 
ventului, are de scop ck, danduse un numer sufficient 
de elemente cunoscute alle unei figuri geometrice, se 
dee mediu-loce de a se gassi prin calcul elementele ne- 
cunoscute alle ei. — Acesta operatiune se numesce re- 
solutiunea acellei figuri. 

Figurile geometrice assupra carora se aplica mai cu 
sema Trigonometria sunt poligonele, fia rectilinii, fia 
sferice. Inse ori-ce poligon pote se se descompuna in 
un numer ore-care de triunghiuri prin linii dusse din 
un punct ore-care la tote verfurile lui; resolvend a- 
ceste triunghinri, poligonul ensusi va fi resolvat. Prin 
urmare objectul trigonometriei, se reduce la resoluti- 
unea triunghiurilor rectilinii seu sferice. De aci ’i vine 


www.dacoromanica.ro 


8 


CURS DE TRIGONOMETRIA. 


si numele, precum si divisiunea sea naturale in Trigo- 
nometria plana seu rectilinia si Trigonometria sferica. 

Fia triunghiul rectiliniu ABC. Elementele ori-caruitri- 
unghiu sunt in numer de siese : trei ^nghiuri, A, B, C, 
si trei laturi, a, b, c. (1) 

A Se scie din Geometria ch un triunghiu 

/\ nu se pote construi de cat cel pucin cu 
y \h trei elemente date. Prin urmare pen- 

/ \ tru a resolve un trinnghiu, este necessar 

® * C se se dee cel pucin trei elemente cuno- 

scute alle lui. 

Observare. Suma unghiurilor dintr’un triunghiu rec- 
tiliniu este 180°. Deca der ni s’ar da celle trei unghiuri 
alle unui triunghiu, cu aceste elemente nu am putĉ re- 
solve triunghiul, caci in realitate nu ni s’au dat de cat 
doue elemente, imul din unghiuri fiind de sine cuno- 
scut deca se cunosc cele-alte duoe, prin relatia 
A + B + C = 180°, de unde C ™ 180° — (A + B). 
Prin urmare pentru ca un triunghiu rectiliniu se fie 
definit , trebue ca printre cele trei elemente date ale lui 
se fie si cel pucin ua lature. 

2. Pentru a resolve un triunghiu, este necessar mai 
antaiu a gassi relatiunile ce essiste intre differitele sele 
elemente; ast-fel ck deca unele din aceste elemente ar 
fi necunoscute, se le putem afla prin nisce simple reso- 
lutii de equatiuni. Inse elementele unui triunghiu fiind 
partelaturi, parte unghiuri, quantitati neomogene unele 
cu altele, relatiunile ce am put6 gassi intre densele nu 


fl) In trigonometria laturile unui triunghiu se insemnedia tot-d’a-una cu 
literile mici alle ungliiurilor la eari se opun. 
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pot fi destul de simple si lesniciose pentre a face cu u- 
surintia ua resolutiune de triunghiuri. Din acesta Causa 
in trigonometria unghiurile se inlocufesc prin nisce linii 
drepte, numite functiuni circularie directe seu linii trigo- 
nometrice , si se cauta relatiuni nu intre laturile si un- 
ghiurile triunghiului, ci intre laturile si liniile trigono 
metrice ale unghiurilor lui. 


PRINCIPIOL LUIDESCARTES. 


3. Mai inainte de a intra in studiul liniilor trigono- 
metrice vom admite principiul urmator, detorat luiDes- 
cartCs, care simplifica forte mult formulele frigonome- 
tri‘ei si inlesnesce generalisarea lor. 

Fie XY ua drepta indefinita si 0 un punt fix pe den- 

. sa. Lukm puntul A 


- - 0 - 




y—•-f-J-- \ -, 

X o A pe acesta drepta si 

insemnkm distantia OA cu a. Se admite ca acesta dis- 
tantia se se considere ca positiva si se se insemnedie cu -f- 
deca se socotesce de la origine in un sens ore-care, s. es. 
la drepta in sensul sagetii; si negativa , cu semnul—,deca 
se considera in sensul opus. — Pentru ca positia puntu- 
lui A pe drepta XY se fia determinata, trebue a se cu- 
nosce trei date : 1° positia pe acesta drepta a puntului 
fix 0, care se numesce originea si de la care se mesura 
distantiele ; 2° marimeaa a distantiei punctului A de la 
acesta origine, si 3° sensul in care acesta distantia este 
socotita de la origine. — In adever, deca eunoscem po- 
sitia originei, pentru a gasi positia puntului A, la dis- 
tantia -f- a de la origina , n’avem de cŝ,t pe drepta XY 
in sensul sagetii se lukm ua distantia OA = a . si A va 
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fi positia puntului cautat. Deca ni s’ar cere a gassi po- 
sitia unui punt A' situat la distantia — a de la origine, 
am lua distantia OA' = a in sens contrar sagetii, si pun- 
tul cautat ar fi A'. 

Dĉ aci urmedia principiul : Deca consideram pe ua li- 
nia ore-care, drepta seu curba, diferite distantie mesurate 
dela uaorigine comuna, fixa pe acesta linie, si deca voim 
a le introduce in calcul, vom affecta cu semnul -f- valorile 
numerice ale distantielor cari sunt indreptate in un sens, 
si cu—pe acele cari vorfi indreptate in sensul contrar. 

Cu tote acestea nu vomperdedin vedere ck acestprin- 
cipiu este numai conventional, si ck pentru a admite cu 
securantia generalitatea unei formule, tot va trebui a 
demonstra cu rigurositate ck ea essiste in differite hy- 
potese. 


ARCURILE DE CERC. 

4. Se scie ca un ungbiu se mesura cu arcul descris 
intre laturile sele, cu centrul in verful unghiului si cu 
ua radia arbitraria. Ast-fel mesura unghiului ABC va 
fi arcul AC. 

[ĵ In trigonometria in general un- 
ghiurile se inlocuesc cu arcurile de 
cerc. Aceste arcuri se mesura pe 
ua circumferentia a carei radia se 
considera tot de-una egale cu uni- 
tatea (R = 1); prin urmare, lungimea unei circumferentie 
cu radia R fiind 2 * R, in trigonometria ea va fi tot de 
una egala cu 2 n; o semicirconferentia va fi * , si un 

quart de circumferentia y 
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Ducund in circumferintia doue dia- 
metre perpendiculare AC si BD, ac6- 
sta circumferintia va fi impartita in 
patru parti egale, numite cad^ane , 
care porta fie-care numele de antaiul, 
D al douilea, al treilea, alpatrulea cadran. 

Fie-care cadran al circumferentiei se imparte in cŭte 
90 parti egale numite grade ; fie-care grad se imparte 
in 60 minute, fie-care minuta in 60 secunde. Prinurmare 
ua circumferintia intrega are 360 grade, seu 21600 
minute, seu 1296000 secunde. Aceste diferite sub-im- 
partiri ale circumferentiei sei nsemnedia respectiv cu 
°, ', "; ast-fel un arc de 15 grade 39 minute 51 secun- 
de iĵii 0,4 din o secunda, se insemnedia 15°39'51,"4, 

De cŭt-va timp a inceput se se usiteze o jmpartire 
centesimale a circumferintiei, inlocul divisiunei sexage- 
simale, espusa mai sus. Dupe acesta noua divisiune, unu 
cadran se imparte in 100 grade, ungradin 100 minute, 
uaminutain 100 secunde; asia ck circunferintia intrega 
cuprinde 400 grade, seu 40,000 minute, seu 4,000,000 
secunde. 

Origina de la care vom socoti arcurile pe circunfe- 
rentia va fi in general puntul A, la inceputul primului 
cadran. Sensul in care vom considera arcele ca positive 
va fi cel aretat de sageta, de la primul catre al doilea 
cadran. Arcele socotite in sensul contrar vor fi privite 
ca negative. Ast-fel arcul AE va fi positiv, era AF ne- 
gativ. 


ARCURI COMPLEMENTARE SI SUPLEMENTARE 
5. Se numesc arcuri complementare doue arcuri a 
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caror suma este egale cu un cadran seu^; ast-fel sunt 

arcurile AE si EB, caci AE -f- EB = ^ 

Se numesc arcuri suplementare doue arcuri a caror 
suma este egala cu doue cadrane 'seu «; ast-fel sunt 
arcurile AE si EC, cŝci AE -f EC = it. 


LINIILE TRIGONOMET RICE 

6. Liniile trigonometrice sunt innumer de siese: trei 
pentru arcele simple : sinus, tangenta si secanta, si trei 
pentru arcele complimentare: cosinus, cotangenta si co- 
secanta. 

Liniile trigonometrice nu se considera nici ua data 
in valore absoluta, ci suntdate tot-d’d-una prin rapor- 
tul lor catre radia; asia cand se dice c& tangenta unui 
arc este 3,7, acesta insemnedia ck raportul lungimei 
absolute a acelei tangente catre raidia este 3,7. 


SINUS 


7. Se numesce sinus al unui arc perpendiculara las- 
sata din ua estremitate a arcului pe diametrul care tre- 
ce prin cea alta estremitate. Ast-fel sinusul arcului AE 
este Elfi se insemnedia : EI = sin AE. 

"B Ducund EK paralel cu AC avem : 

EI = KO, ca paralele coprinse intre pa- 
\A ralele; prin urmare putem dice cii si KO 
este sinusul arcului AE. 

D H Sinusurile se socotesc pe diametrul 
vertical BD de la originea 0*. In tot cursusul acestei 
scrieri vom considera ca positive sinusurile socotite pe 
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radia OB, si ca negative pe cele considerate pe OD. 
Ast-fel vom pune : 

' sin AE =* + EI, 

cŭci EI este egal cu KO, care se afla pe partea OB a 
diametrului BD; si 

sin ABGr = — GrM, 

cŝ,ci GrM este egal cu OP, considerat pe partea OD a 
diametrului vertical BD. 

8. Cand arcul merge crescund de la A pene la B, a- 
decade laO pene la ^-, valorea sinusului remane tot- 
d’a-una positiva simerge siea crescund de la 0 in sus. 
Cand arcul este AB seu -ĝ-, valorea sinusului este BO, 
adeca radia ensusi; deci 

sin = BO = + 1. 

Arcul trecund in al duoilea cadran si mergund de la 
B pene la C, valorea sinusului este tot positiva, ense 
merge descrescund de la 1 in jos+ 

Arctil ABC = it are drept sinus pe 0, asia ck 
sin 7t = 0. 

Cand arcul intra in cadranul al treilea, sinusul de- 
vine negativ, dupe conventiunea de mai pus; inse va- 
lorea arcului crescunddela ABC penela ABCD, adeca 
3t* 

de la jc pene la ^ , valdrea absoluta a sinusului cresce 
si ea de la 0 pene la 1 asia c& 
sin|-OD = — 1. 

In cadranul al patrulea sinusul remane tot negativ, 
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inse descresce in valore absoluta de la 1 pene la 0, 
adeca : 

sin 2 n =0 . 

Prin urmare in resumat : 

In primul cadran sinusul este positiv si variadia de 
la 0 pene la + 1. 

In al douilea cadran sinusul este positiv si variadia de 
la + 1 pene la 0. 

In al treilea cadran sinusul este negativ si variadia 
de la 0 pene la — 1. 

In al patrulea cadran sinusul este negativ si, variadia 
de la — 1 pen6 la 0. 

De aci vedem ck tote valorile sinusului sunt coprinse 
intre limitele — 1 si + 1 • Ori ce valore a sinusului mai 
mare de cŭt + 1 seu mai mica de cat— 1 nu mai este 
ua valore reale, ciovalor eabsurda. Lao assemeneava- 
lore de sinus nu correspunde nici un arc real> 

9. Deca ne am imagina ck arcul, dupe ce a percurs 
circumferintia intrega, ar trece de puntul A si ar per- 
curge din nou circunferintia in aeelasiu sens si de mai 
multĉ ori, am vedĉ ck sinusul in aceleasi cadrane ia 
neincetat aceleasi valori cu aceleasi semne in un mod 
periodic : dupe fie-care trecere de ua circumferintia in- 
trega valorile si semnele sinusului se repeta Prin ur- 
mare sinusul este ua functiune circulariaperiodica, sipe- 
rioda sed este ua circumferentia seu 2 *. 

Putem esprime acest principiu prin formula urma- 
tore : 

sin (2 k * + jc) =* sin x, 

in care k insemnedia un numer intreg ore-care, positiv 
seu negativ. 
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TANGENTA 


10. Se numesce tangenta unui arc, portiunea tangen- 
tei geometrice dusa la una din estremitatile arcului , cu- 
prinsa intre acesta estremitate si diametrul ce trece prin 
cea alta estremitate. 

Ast-lel tangenta arcului AE este AF si se insemnedia : 

AF = tg AE. 

Tangentele trigonometrice se soco- 
tesc pe tangenta geometrica FK, si pun- 


considera ca positive tangentele socotite 


tei geometrice, si ca negative cele con- 
siderate pe partea AK. Ast-fel vom pune : 

tg AE = -f AF si tg AI = — AK. 

11. Cand arcul merge crescund de la A pene le B 
adeca de la 0 pene la , valorea tangentei remand tot 
d’a-una positiva si merge siea crescund dela 0 in sus. 



Cand arcul este AB seu^, diametrul ce trece prin es- 

tremitatea B a arcului, fiind paralel cu tangenta AF, o 
intalnesce la infinit; prin urmare 

tg 00 

Cand arcul AGr intra in cadranul al duoilea, diame- 
trul ce trece prin estremitatea Gi a lui intalnesce linia 
tangentelor in partea sea inferiore AK; prin urmarein 
acest cadran tangenta este negativa. Arcul crescund de 
de la B spre C, tangenta descresce in valore absoluta , 
si cand arcul devine ABC, seu *, ea devine 0; deci 
tg 0. 
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Arcul ABH fiind in cadranul al treilea, tangenta AF 
se afla pe partea positiva a liniei tangentelor, si cresce 

pe c&,t crescĉ si arcul si cand acesta are valorea tan- 
genta este erasi infinita; adeca : 
tg ¥ =co 

Indata ce arcul intra in cadranul al patrulea, tan- 
genta trece de ua data de la valorile positive la cele 
negative; si cu c&t cresce arcul, cu atŝ,t ea descresce 
in Vfllore absoluta, asiack, arcul ajungund a fi 2 avem : 

tg 2 7C == 0. 

In resumat : 

In cadranul antaiu, tangenta estepositiva sivariadia 
de la 0 pene la + co . 

Jn cadranul al duoilea, tangenta este negativa. si va- 
riadia de la — co pene la 0. 

In cadranul al treilea, tangenta este positiva , si va- 
riadia de la 0 pene la + co , 

In cadranulal patrulea, tangentaeste negativa siva- 
riadia de la — co pene la 0. 

Vedem der ck tangenta pote se ia tote valorile posi- 
bile de la — co pene la + «o , si prin urmare la ori-ce va- 
lore reale a tangentei correspunde o valore reale pen- 
tru arc. 

12. Deca ne am imaginl ck arcul, dupece a percurs 
circumferentia intrega, artrece de punctul A si ar per- 
curge din nou circunferentia in acelasiusens si de mai 
multe ori am vedĜ ck tangenta din doue in doue ca- 
drane ia neincetat aceleasi vgjori cu aceleasi semne in 
un mod periodic. Prin urmare tangenta este ua functiune 
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circularia periodica si perioda sea este ua semi circum- 
ferentia seu k. 

Putem esprime acest principiu prin formula urmatore : 

tg (k r. -f JC) = tg X, 

in care k representa un numer intreg ore-care, positiv 
seu negativ. 

SECANTA 

.13. Se numesce secanta a unui arc distantiadela cen- 
trul acelui arcpene la estremitatea tangentei sele trigo- 
nometrice. Ast-fel tangenta arcului AEeste AF, erase- 
canta lui este OF, si se notedia: OF = sec AE^ 

Originea secantelor este centrul 0»_ 
Elle sunt positive deca intalnesc linia 
tangentelor, trecund chiar prin estremi- 
tatea arcului; ast-fel secanta OF a ar- 
cului AE este positiva, cŭci trece prin 
estremitatea E a acestui ai*c. Din contra, 
secanta este negativa deca, pentru ain- 
talni linia tflngentelor, trebue prelungita in partea op- 
pusa estremitatii arcului; ast-fel secanta a arcului 
AGr este negativa, cŝ,ci nu trece ea insasi prin estremi- 
tatea G a arcului, ci numai prelungirea sea. 

14, Cand arcul este 0, secanta este OA seu -f-1; adeca 
sec 0 =*=> -f- 1. 

Arcul crescund in cadranul antaiupenelaB, secanta 
cresce si ea, remanend neincetat positiva, si cand arcul 
devine^- seu AB , estremitatea tangentei fiind la infi- 
nit, dupe cum scim*, avem : 
sec-g 33 + °° 
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Cand arcul intra in cadranul al duoilea, secanta tre- 
ce de ua data de la valorile positive la cele negative, 
si cu c&t cresce arcul, cu at&t ea descresce in valore 
absoluta Cand arcul devine ABC seu «, secanta este OA 
seu — 1, adeca : 

sec « = — 1. 

In cadranul al treilea, secanta este tot negativa, inse 
merge crescund in valore absoluta , cu cat cresce si ar- 
cul; asia ck, cand arcul este de trei cadrane, secanta 
este erasi infinita; seu 

3« 

seciĵ = — co . 

In cadranul al patrulea secanta trece de ua data la 
valorile positive si descresee de la + <x> pene cand ar- 
cul ajungund a fi 2 «, avena : 
sec 2« -=* + 1. 

In resumat, 

In primul cadran secanta este positiva si variadia de 
la -f- 1 pene la + <x>. 

In al douilea cadran secanta este negativa si variadia 
de la— oo pene la — 1. 

In al treilea cadran secanta este negativa si variadia 
de la — 1 pena la — co . 

In al patrulea cadran secanta este positiva si variadia 
de la-f oo pene la-f- 1. 

Vedem der ck secanta pote se aiba tote valorile pos- 
sibile de la — co pene la -j- co , afora de cele coprinse 
intre — 1 si + 1. Ori-ce valore a secantei coprinsa intre 
— 1 si-f-1 numai este ua valore reale, ci ua valore ab- 
surda, si nici un arc reale nu correspunde la ua asseme- 
nea valore a secantei. 

15. Presupunend ck arcul ar percurge circumferentia 
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de mai multe ori si in acelasiu sens, am ved4 indata ck 
secanta reia neincetatacelleasi valori cu aceleasi semne 
in un mod periodic dupe fie-care interval de ua circum- 
ferentia intrega. Prin urmare secanta este ua functiune 
circularia periodica , si perioda sea este ua circumferentia 
intrega seu 2 s. 

Putem esprime acest principiu prin formula : 
sec (2/c* -f-cc)="secx, 

in care k represinta un numer intreg ore-care, positiv 
seu negativ. 


C 0 SINU S 



16. Se numesce cosinus al unui arc sinnsul arcului 
B seu complementar. Fie s. e. arcul AE; ar- 

cul complementar al acestuia este EB, 
jfi> si dupe definitiunea sinusului avem : 

EK =^sin EB 
prin urmare 

EKf= qos AE 

Observkm ck EK=»IO; prin urmare putem inca de- 
fini cosinusul ck este distantia de la centru pene la pi- 
ciorul sinusului. 

Cosinusurile se socotesp pe diametrul orizontal AC 
de la originea O*. Sunt positive cosinusurile socotite pe 
partea din drepta OA a diametrului, si negative celle 
socotite pe partea OC. Avem ast-fel : 

cos AE = -f 01, si cos AF = — OL. 

17. Deca arcul este 0, cosinusul fiind distantia de la 
centru la estremitatea smusului, avem : 

• cos 0 =■ AO, seu cos 0 = + 1 
www.dacoromanica.ro 
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Arcul crescund in primul cadran, cosinusul remane 
neincetat positiv, inse descresce; asia inc&t, cand ar- 

cul este AB seu |, sinusul BO cadiend chiar in centru, 
avem : 

cos| = 0. 

In cadranul al doilea, cosinusul este negativ, si cu 
cat cresce arcul, cresce si el in valore absoluta ; cand 
arcul este ABC seu*> avem : 

cosk^OC, seu cos* = — 1. 

In cadranul al treilea cosinusul este tot negativ; inse 
cu cŝ.t cresce arcul, el descresce in valore absoluta, asia 

cŝ, candarcul este ABCD seu-ĝ", avem : 

3' A 

cos-ĝ = 0. 

In cadranul al patrulea cosinusul este positiv; si cu 
cŝt cresce arcul, cresce si el; csind arcul este 2 avem: 

COS 2 r. = + 1. 

In resumat : 

In cadranul antaiu cosinusul este positiv si variadia 
de, la + 1 pene la 0. 

In cadranul al doilea cosinusul este negativ si vari- 
adia de la 0 pene la — 1. 

In cadranul al treilea cosinusul este negativ si vari- 
adia de la — 1 pene la 0. 

In cadranul al patrulea cosinusul este positiv si vari- 
adia de la 0 pene la -f- 1. 

Tote valorile cosinusului sunt coprinse, ca si alle si- 
nusului, intre + I si— 1. Ori-ce valore a cosinusului 
mai mare de cŝt -j- 1 seu mai mica de cŭt — I nu mai 
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este ua valore reale, sinici un arcrealenucorrespunde 
la ua asseinenea valore de cosinus. 

18. Deca arcul, trecund de puntul A, ar percurge 
circumferentia de mai multe ori si in acellasiu sens, 
am vedĉ ck cosinusul, dupe fie-care trecere de na cir- 
cumferentia intrega, reia acelleasi valori cu acelleasi 
semne tn un mod periodic■ Pfin urmare cosinusul este ua 
ĵunctiune circularia periodica si perioda sea este 2 *. 

Acest principiu se espreme prin formula : 
cos (2 k * -f- x) = oos x, 

k fiind un numer intreg ore-care, positiv seu negativ. 

COTANGENTA 

19. Cotangenta unui arc este tangenta arcuJui seu 
complementar. Ast-fel complementul arcului dat AE 
este EB, a carui tangenta este BI, considerand puntul 
B ca origine; prin urmare : 

BI = tg BE, seu BI = cot AE. 

Cotangentele se socotesc pe tan- 
genta KI, dusa la inceputul cellui 
de al doilea cadran. Originea este' 
punctul B. Cotangentele socotite 
la drepta de acest punct pe partea 
BI sunt positive, era celle socotite la stanga pe partea 
BK sunt negative. Asia: cot AE=+BI, si cot AF=—BK. 

20. Arcul dat fiind 0, avem : 

cot 0 = + co , c&ci cot 0 = tg 90° = + oo . 

Arcul crescund in primulcadran, cotangentaremane 
positiva si descrcsce neincetat pene la 0, adeca : 

T. 

cot-o = 0. 

Li 



x> 
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In cadrannl al doilea cotangenta este negativa, si 
cresce in valore absoluta de la 0 pene la — oo ; acesta 
valore o ard cand arcul este ABC seu j:, adeca : 
cot 7t = — oo . 

Arcul ABGr trecund in cadranul al treilea, cotangenta 
trece de ua data de la valorile negative la celle posi- 
tive; inse cu cat cresce drcul, ea descresce ; asia cJi, 

cand arcul este ABCD seu^-, atem : 

cot ^ = 0. 

In cadranul al patrulea cotangenta este erasi nega- 
tiva, si cresce in valore absoluta de la 0 in sus, pene 
cand arcul fiind 2 *, avem : 

cot 2 - = — oo . 

In resumat : 

In cadranul antaiu, cotangenta este positiva si varia- 
dia de la + oo pene la 0. 

In cadranul ai doilea, cotangenta este negativa siva- 
riadia de la 0 pene la — oo . 

In cadranul al treilea, cotangenta este positiva si va- 
riadia de la -j- oo pene la 0. 

In cadranul al patrulea, cotangenta este negativa si 
variadia de la 0 pene la — oo . 

Prin urmare cotangenta, ca si tangenta, este suscep- 
tibile de a priimi tote valorile possibilede la — oo pene 
lai + oo , si la ori-ce valore reale a cotangentei core- 
spunde un arc reale. 

21. Deca arcul ar percurgede mai multeori circum- 
ferentia in acellasiu sens, am ved4 ckvalorile cotangen- 
tei revin cu acelleasi semne din doue in doue cadra- 
ne in un mod periodic- asia dera cotangenta este ua 
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functiune circularia periodica cu perioda *; principiu ce 
se pote esprime prin formula : 

cot n -f x) = cot x, 

unde k este erasi un numer intreg ore-care, positiv seu 
negativ. 


COSECAHTA 


22. Cosecanta unui arc se numesce secanta arcului 
seu complementar . Asia, secanta arcului BE, comple- 
mentar arcului dat AE, este 01; acesta este dera co- 
secanta arcului AE, si se notedia : 

-01 — cosec AE. 


-—\ >rr~ 

Vx 


/ 

{ \a 

°r!" ĉf 





Dupe figura vedem ca cosecanta se 
pote incadefini : distantia de la cen- 
tru pene la estremitatea cotangentei. 

Originea coseeantelor este cen- 
trul 0. Cosecanta estepositiva deca 
intalnesce linia cotangentelor trecpnd chiar prin estre- 
mitatea arcului dat; si este negativa, deca pentru ain- 
talni acesta linia a cotangentelor, trebue prelungita in 
partea opusa estremitatii arcului. Asia avem : 

cosec AE = +OI, si cosec ABG = — . 01 . 

23. Cand arcul este 0, estremitatea cotangentei fiind 
la infinit*, avem : * 

cosec 0 = -f oo . 

Inse cu cat arcul cresce in primul cadran, cosecan- 
ta descresce, remanand neincetat positiva; si cand ar- 

cul este AB seu^, avem : 

cosec-|= OB, seu cosec|-= -f 1. 
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In cadranul al doilea cosecanta este tot positiva ^si 
cresce neincetat pene cand arcul ajunge a fi ABC seu*; 
atunci avem : 


cosec * = + oo. 


In cadranul al treilea, cosecanta trece de o data la 
valorile negative, si descresce in valore absoluta de la 
— co pene la — 1, cu cat arcul cresce de la « pene la 


3?c 
“2 ’ 


avend 


3jc 

cosec-ĝ-^ — 


In fine, in cadranul al patrulea, cosecanta fiind tot 
negativa, cresce in valore absoluta de Ia^-1 pene 
la — oo , avend acesta din urma valore cand arcul este 
2 1 adeca : 

cosec 2 r -~— oo . 


In resumat : 

Iu primul cadran , cosecanta este positiva si variadia 
de la + oo pene la + 1. 

In al dpilea tadran^ cosecanta este positiva si varia- 
dia de la + 1 pena la+ oo . 

In al treilea cadran, cosecanta este negativa si varia- 
dia de la — oo pene la — 1. 

In al patrulea cadran , cosecanta este negativa si va- 
riadia de la — 1 pene la — oo . 

Prin urmare cosecanta, ca si secanta, priimesce tote 
valorile possibile de la — oo pene la + co , afara de celle 
coprinse intre— 1 si+ 1. Ori-ce valore a cosecanteico- 
prinsa intre — 1 si + 1 nu mai este ua valore reale, si 
nici nu are reale nu correspunde la ua assemenea va- 
lore a cosecantei. t 

24. Presupunend ck arcul pfercurge de mai multe ori 
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(*ircumferentia in acellasiu sens, vedem ck cosecanta 
reia neincetat acelleasi valori cu acelleasi semne in un 
mod periodic la fie-care interval de ua circumferentia 
intrega. Prin urmare cosecanta este ua functiune circu- 
laria periodica, si perioda sea este ua circumferentia in - 
trega seu 2 r.. 

A,cest principiu se esprime prin formula : 

cosec(2 kr -j- jc) = cosecjc, i 
k fiin^ un numer intreg ore-care , positiv seu negativ. 

LINIILE TRIGONOMETRICE ALLE ARCELOK EGALE Si DE 
SEMNE CONTRARIE 


25. Teorema. Arcele egale si de semne contrarie au 
linii trigonometrice egale si de semne conirarie, afora de 
cosinus si secanta, cari sunt si de acellasiu semn. 

B Fie arcele AE si AF, egale si de 

_^emne contrarie*. Avem : 



sin AE — EGr, 
cos AE = OGr, 
tg AE = AH, 
sec AE = OH, 
cot AE = BK, 


sin AF = FG, 
cos AF = OGr, 
tg AF = AI, 
sec AF= 01, 
cot AF = BL, 


cosec AĈ^ OK, cosec AF = OL. 
Triangurile OEGr si OGF sunt egale, caci OE = OF 
ca radie; anghiurile EOG si GOF sunt egale, c&ci 
AE = AF, si anghiurile EGO si OGF sunt egale, ca 
drepte; prin urmare : 

EG = GF, seu sin AE = sin AF. 

Considerand inse sensul acestordoue sinusuri*, avem : *7 
sin AE = — sin AF. 
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In acelleasi triunghiuri OGr fiind comun, avem : 
OGr=“OG, seu cosAE=cosAF. 

*16 Semnele sunt acelleasi la ambele cosinusuri*. 

Triunghiurile OHA si OAI sunt egale, cŭci OA este 
comun la amendoue, anghiurile HOA si AOI sunt e- 
gale din date, si HAO = OAI ca drepte ; prin urmare : 
AH — AI, seu tg AE = tg AF. 

•10 Considerandinsesensulacestor douetangente*, avem: 

tg AE = — tg AF. 

Din acelleasi triunghiuri avem : 

OH = 01, seu sec AE ■= sec AF. 

»13 Semnele ambelor secante sunt acelleasi*. 

Triunghiurile dreptunghie OBK si OBL sunt egale, 
cŝ,ci OB este comun, si BOK=BOL, din causa cii BOK = 
90° — KOA, si BOL = 90° - LOC = 90° -J^OA. Din 
egalitatea acestor triunghiuri resulta : 

BK = BL, seu cot AE = cot AF. 

#ig Considerand inse semnele*, avem : 

cot AE = — cot AF. 

Din egalitatea acelorasi triunghiuri dcducem : 

OK = OL, seu cosec AE = cosec AF, 

*22ori*, 

cosec AE = — cosec AF. 

Asia dera, pe basea acestei teoreme, pute|mpune re- 
latiunile : 

sin x = — sin (— .*), cot x = -r cot (— jc), 

cosjc = cos(—jc), secjc=/sec (—jc), 

tg x — —tg (— x ), cosec.* =f=^Josec (—/c). 
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LINIILE TRIGONOMETRICE ALLE ARCELOR SDPPLEMEN- 

, TARIE 

26 . Teorema Doue arce supplementane au linii tri- 
gonometrice egale si de semne contrane, afora de sinus 
si cosecanta, cari sunt si de aceileasi semne. 

M “*■*■ ' ^ Fie arcele AE si EFC ast-fel 

ck AE -j- EFC = K, 

Ducund EF paralel cu AC, a- 
vem : 

EFC = EF + FC, AEF = AE + EF, si FC=-AE; 
deci: 

EFC = AEF. 

Asia dera in locul arcelor date AE si EFC, putem 
considera arcele AE si AEF. 

Dupe figura avem : 

sin AE = EG, sin AEF = FH, 

cos AE = OG, cos AEF = OH, 

tg AE = AI, tg AEF = AK, 

sec AE = 01, sec AEF = OK, 

cot AE = BL, cot AEF = BM, 

cosec AE = OL; cosec AEF = OM. 

Triunghiurile dreptunghie OEG si OFH sunt egale 
caci OE = OF, ca radie, si ungkiurile EOG si FOHsunt 
egale din causa ck, EA = FC; prin urmare : 

EG = FH, seu sin AE = sin AEF 
si semnele ambelor sinusuri sunt acelleasi. 

Din acelleasi triur.ghiuri avem : 9 

OG = OH, seu cos AE = cos AEF, 
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si considerand sensul ambelor cosinusuri, 
cos AE == — cos AEF. 

Triunghiurile dreptunghie OAI si OAK sunt egale, 
cŝci OA este comun, si unghiurile IOA si AOK sunt 
egale pentru ch AE =FC = AN; asia dera : 

AI = AK, seu tg AE = tg AEF, 
si considerand sensul ambelor tangente, 
tg AE = — tg AEF. 

I)in egalitatea acellorasi triunghiuri resulta : 

01 = OK, seu sec AE = sec AEF, 
si din consideratia sensului ambelor secante, 
sec AE = — sec AEF. 

Triunghiurile OBL si OBM sunt egale, cŭci OB este 
comun, si unghiurile BOL si BOM sunt egale, pentru 
ckBOL= 90° — EOA, si BOM = 90°— FOC, eraEOA= 
FOC; prin urmare : 

BL = BM, seu cot AE = cot AEF, 
si considerand sensul, 

cot AE = — cot AEF. 

Din egalitatea acelorasi triunghiuri, 

OL = OM, seu cosec AE = cosec AEF. 

Semnele sunt acelleasi la ambele cosecante*. *22 

Pe basea acestei teoreme putem dera pune relatiunile: 
sin x = sin (« — x), cot x = — cot (- — x), 

cos x = — cos (* — jc), sec x — — sec ( r. — x ), 

tg x = — tg (- — x), cosecjc = cosec (* — x). 


LINIILE TRIGONOMETRICE ALLE ARCELOR CARI DIFERA 
INTRE J3LLE CU UA SEMICIRCUMFERENTIA 


27. Teorema. Arcele care differ\intre densele cu ua 


ffer\\ 
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semicircumfenntia au linii trigonometrice egale si de 
semne contrarie, afora de tangentasi cotangenta, cariau 
si acelasiu semn. 

Fie arcele AE si ABCF ast-fel cŝi, ABCF — AE = 
ECF = ~ Avem : 

sin AE = EG, 
cos AE = OGi, 
tg AE = AI, 
sec AE = 01, 
cot AE = BK, 
cosec AE= OK; 
sin ABCF = FH, sec ABCF= 01, 

cos ABCF = OH, cot ABCF = BK, 

tg ABCF = AI, cosec ABCF = OK. 

Triunghiurile dreptunghie OEG si OHF sunt egale, 
cŭci 0E = OF ca radie, siunghiurile EOGsi HOFsunt 
egale ca opuse la verf; prin urmare : 

EG- = FH, seu sin AE = sin ABCF, 
si luand in consideratiune semnfele, 

sin AE = — sin ABCF. 

T)in egalitatea acellorasi triunghiuri avem : 

OGr = OH, seu cos AE = cos ABCF, 
si din causa sensului ambelor cosinusuri, 
cos AE = — cos ABCF. 

Tangenta arcului AE este AI, si a arcului ABCF tot 
AI; prin urmare : 

tg AE = tg ABCF. 

Cotangenta arcului AE, precum si a arcului ABCF, 
este BK; asia-dera 

cot AE = cotABCF. 
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Secanta arcului AE este 01, care trece prin estremi- 
tatea E a arcului; secanta arcului ABCF este tot 01, 
* I3 inse nu trece prin estremitatea F a lui; prin urmare* 
sec AE = — sec ABCF. 

Assemenea OK este eoŝecanta si a lui AE si a lui 
ABCF; inse fiiud-cJi trece prin estremitatea primului 
* 22 arC > era prin a cellui de al doilea nu, avem* : 

cosec AE = — cosec ABCF. 

Putem dera, pe basea acestei teoreme, se stabilim re- 
latiunile urmatore : 

sin x = — sin (ic -f- .x), cot x — cot (* + x), 

, cosx= — cos (rc + x) } sec x= — sec (* + #), 
tg x = tg (ic + jc), cosec x= —cosec (* + x), 


REDUCEREA. ARCELOR LA PRIMUL CADRAN 

28. Se intempla de multe ori se se cera liniiie trigo- 
nometrice alle unui arc mai mare de c&t un cadran, 
une-ori chiar coprindiend mai multe circumferentie. Cu 
ajutorul teoremelor precedente putem inse tot-de-una 
gasi un arc mai mic de cat un cadran, alle carui linii 
trigonometrice se aiba aeeasi valore absoluta ca si li- 
niile trigonometrice alle areului dat. 

Fie, spre essemplu, a se gassi liniile trigonometrice 
alle arcului de 1953°. Impartindacestarccu 360°, gas- 
sim c^i : 

1953^ = 5X360°+153°, seu 1953° = 5X2 *+153°; 

*9,t2, prin urmare* 

5i', 24 sin 1953° = sin 153°, cot 1953° = cot 153°, 

cos 1953° = cos 153°, sec 1953° = sec 153°, 
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tg 1953° ==tg 153°, cosec 1953° = cosec 153°, 
si fiind-ck 153°= 180° — 27°, avem* : «26 

sin~195 r 3° = sin 1 53° = sin 27°, 
cos 1953° = cos 153' 1 = — cos27°, 
tg 1953° = tg 153° = — tg27°, 
cot 1953° = cotl53' ! = — cot27' ! , 
sec 1953° = sec 153° = —sec27°, 
cosec l953° = cosec 153°= cosec27°. 

Fie inca arcul de 2375°; avem : 

2375“ = 6X360° + 21$= 6x2*+ 215°, 
si 215°= 180°+3^°; 

prin urmare*, *27 

sin 2375°= sin 215°= — sin35°, 
cos2375°= cos215° = — cos35°, 
tg2375°- tg215° = tg35°, 
cot 2375°= cot 215° = cot 35°, 
sec2375°= sec215° = — sec 35°, 
cosec 2375°= cosec 215° = — cosec 35°. 

Fie in fine arcul de 1388°; avem : 

1388°= 4X360° — 5 2° =4X2*—52°; 
asia-dera* * 25 

sin 1388° — sin( — 52°) = — sin 52°, 
cos 1388° = cos(—52°) = cos 52°, 
tg 1388° = tg (—52°) = —tg 52°, 
cot 1388° = cot (- 52°)= — cot 52°, 
sec 1388° = sec (—52°)= sec 52°, 
cosec 1388° = cosec (—52°) = — cosec 52°, 
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AECELE CAEI COEBESPTJND LA UA LINIA 
TKKIONOMETEICA DATA. 

29. Cŝnd ni se dk un arc, nu putem avd de cŭt ua 
singura valore pentru fie-care Iinia trigonometrica a sea. 
Nu este inse tot asia cand ni se dk ua linia trigonome- 
trica si se cere a se gasi arcul correspundiator la den- 
sa. In adever, scim ck functiunile circularie sunt tote 
periodice; prin urmare la ua valore a unei linii trigo- 
nometrice nu corespunde numai un arc, ci ua multime 
de arce cari differa intre densele cu un multiplu al pe- 
riodei. 

Se segasesca, spre essemplu, arcul al carui sinus ax*e 
valorea a ; fie/ un arc al carui sinus are acesta valore. 
Inse sinusul avend perioda 2 nu numai arcul / va av4 

sinusul a, ci si arcele 2 + /, 4H- /, 6 * + 1, . Prin 

urmare gasim pentru arcul cautat ua multime de valori 
cari implinesc cererea. Acellasiu lucru se intemplal si 
pentru tote celle alte linii trigonometrice. 

De ordinar inse, cand se dk ua linia trigonometrica, 
dintre tote arcele cari correspund la densa, nu se iau 
de cŝtcelle coprinse tntre 0°si360°, si cu modul acesta 
se reduce numerul arcelor cari respund la cerere. 

Dandu-se sinusul unui arc, se se gasesca arcuL 

Deca sinusul dat a este positiv,pe ra. 
dia OB luŝm 01 = a, si prin I ducem 
FE paralel cu CA; arcul cautat este AE 
seu AF; cŝci 'deca din E si F lasŝm 
E L si F M perpendiculare pe AC, 

E L = sin AE, si FM = sin AF; 
inse EL=FM=OI=0; prin urmare AE §i AF sunt in 
adever arcurile al caror sinus este-f-a. 
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Deca sinusul dat a este negativ, lukm pe radia OD 
ua lungime OK= <3, si ducund prin K linia Grll para- 
lela cu AC, arcul cautat este ABGr seu ABCDH; c&ci 
MGr=OK=—<i=sin ABGr, si LH=OK=-a=sin ABCDH. 

Dandu-se cosinusul unui arc, se se gasesca arcul 
Constructiunea este analoga cu cea data pentru si- 
nus. Deca cosinusul a este positiv, lukm pe radia OA 
lungimea OL— a, si ducund prin L pe EH paralel cu 
BD, arcul cautat este AE seu ABCDH. — Deca cosi- 
nusul dat a este negativ, lu&m pe OC lungimea OM=a, 
si prin M ducem FGr paralel la BD; arcul cautat este 
ABF seu ABCGr. 

Dandu-se tangenta unui arc, se se gasesca arcul. 

Deca tangenta data a este 
positiva, pe partea positiva 
AI a liniei tangentelor lukm 
AI = a, si prin I si 0 ducem 
IGr; arcul cautat este AE seu 
ABCGr; cŝ,ci deca vom con- 
strui tangentele acestor doue arce, vom gasi ck ambe- 
le au drept tangenta pe AI=<z. 

Deca a este negativ, pe partea negativa AK a liniei 
tangentelor luiim AK—a., si ducund KF prin centru, 
arcul cautat este AF sau ABCDH; caci amendoue a- 
ceste arce au drept tangenta pe AK=< 2 - 

Dandu-se cotangenta unui arc, se se gasesca arcul. 
Cotangenta a fiind positiva, lu&m pe partea positiva 
BL a liniei cotangentelor BL=a, si ducund LGi, arcul 
cautat este AE sau ABCGi. — Deca cotangenta data 
este negativa, luand pe partea negativa BM a liniei 

3 
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cotangentelor BM=— a, ducem MH ; atunci arcul cau- 
tat este AF seu ABCDH. 

‘Dandu se secanta unui arc, se se gasesca arcul. 

Deca secanta a este positiva, din centrul 0 cu ua 
radia egale cu a descriem un arc care taia linia tan- 
gentelor in punctele I si K; unind 10 si KO, arcul cau. 
tat este AE seu ABCDH; in adever, secantele acestor 
doue arce sunt + IO=+a si -i OK=+a. 

Deca secanta a era negativa, constructiunea era a- 
ceeasi; inse prelungind pe 10 pene in GsipeKOpene 
in F, arcul cautat era AF seu ABCGr. 

Dandu-se cosecanta unui arc, se se gasesca arcul. 

Deca cosecanta data a este positiva, din centrul 0 
cu ua radia egale cu a descriem un arc care taia linia 
cotangentelor in punctele D si M; unind LO si MO, ar- 
cul cautat este AE seu AF. 

Deca cosecanta data a este negativa, prelungindu pe 
LO pene in 0 si pe MO pene in H, arcul cautat este 
ABCG seu ABCDH. 
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FORMULE FUNDAMENTALE 


Relatiuni intre liniile trigonometrice alle 
aceluiasiu arc. 


30. Fia arculAQ=a; liniileseletrigonornetricesunti 
B l—=——^—t+F - CD = sin a, BF=cot a, 

E OD—cos a, OE=sec a, 

AE=tg h, OF=cosec a. 

Trianghiul OCD, fiind dreptanghiu 
in D, dA: 

ĈIT 2 +0D 2 =0C 2 , seu, sin 2 fl,+cos 2 <3=1, (1) 

daci OC este radia. Prin urmare suma palratelor sinu- 
svtlui si cosinusului unui arc este egale cu unitatea. 

Din (1) putem deduce inca: 

sin 2 a=l—cos 2 a, seu sina=±+1—cos 2 a, (a) 



cos 2 a=l—sin 2 a, seu cosa = ± v i—sin 2 a, (b) 

Trianghiurile OCD si OEA sunt assemeni, caci au 
anghiul 0 comun, si pe celle-alte egale ca correspon- 
dente; prin urmare : * 
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EA OA 


seu 


tga 


CD OD smfl cos a 

ori, immultind ambii membri cu sin a, 

sina 


tg<*=' 


COSfl 


( 2 ) 


adeca tangenta unui arc este egale cu raportul sinusului 

catre cosinusul acelui arc. 

Din assemenarea acelorasi trianghiuri avem: 

OE OA seca 1 
, seu 


OC OD’ 1 cosa 

ori in fine 

cosc secfl=l. (3) 

Din (3) putem inca scote, impartind cu cos fl:. 

1 


secfl=- 




cos a 


si impartind cu sec fl : 


1 


COSfl = - 


secfl 


(c) 


(d) 


Din acCste doue formule vedem ck cosinusul si secan- 
ta unui arc sunt inverse una alteia. 

Trianghiurile OBF si OCD sunt assemeni, caci an- 
ghiurile din B si D sunt egali ca drepte, si celle din F 
si 0 ca alterne-interne; prin urmare 
BF__OB cotfl __ 1 

_ 

de unde, immultind ambii membri cu cos a, 

COSfl 


COtfl = 


smfl 


( 4 ) 


adeca cotangenta unui arc este egale cu raportul cosinu- 
sului catre sinusul acelui arc. 

Din assemenarea acelorasi trianghiuri avem inca: 
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OF OB coseca 
seu- 


OC CD 


sina 


sina coseca=l. (5) 

Din (5) putem inca deduce, deca impartim cu cosec a : 

1 (e) 


sma 

era impartind cu sina, 

coseca 


coseca 


sma 


(f) 


Din aceste doue formule se vede ck sinusul si cose- 
canta unui arc sunt inverse una alteia. 

Immultind (2) si (4) membru cu membru, avem: 

sina cosa 


tga cota* 


= 1 , 


cosa sma 

din care putem scote urmatorele doue formule: 

1 


tga=- 


cota ’ 


(g) 


cota=- (h) 

tga 

Prin urmare tangenta si cotangenta unui arc sunt in- 
verse una alteia. 

Formulele (1), (2), (3), (4), (5), impreuna cu celle ce 
am derivat pene acum dintr’ensele, sunt de un us forte 
des in trigonometria, din care causa se si numesc for- 
mule trigonometrice fundamentale. 


FOEMULE CORKELATIVE 

31. Sub acest nume se intelege ua seria de formule 
prin eari esprimem ua linia trigonometrica ore care a u- 
nui arc in functiune de ua alta linia trigonometrica a a- 
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celui arc. Aceste formule sunt in numer de trei-dieci, 
si se deduc din fprmulele deja aflate: 


sin 2 a+cos 2 a=l,. 

(1) 

sin a 

(2) 

tg a— i 

& cos a 

1 

(3) 

sec a=--) 

cos a 

cos a 

(4) 

Cot > 

sm a 

1 

cosec a =—— • 

(5) 

sm a 


Deca una din liniile trigonometrice alle arcului este 
cunoscuta, cele-alte cinci vor putĉ se se afle resolvend 
celle cinci efluatiuni de sus. Prin urmare problema se 
pote deslega tot-de-una. 

1 °. Dandu-se sinusul unui arc, se se gasesca celle-aite 
linii trigonometrice alle arcului. 

Valorea cosinusului se scote din (1); avem: 
cos a=±V 1—sin 2 a 


Substituind acesta valore a cosinusului in (2), (3), 
(4), vom av4 valorea tangentei, secantei si cotangentei 
in functiune de sinus: 

sin*<i 1 ,V\. 


*« a=± VT .= 

si dupe (5), 


sin 2 a 


sec<z=- 


1 —sin 2 a 

1 


cota=± 


• 9 C 

sm^a 


sinfl 


cosec a ~——• 


sma 

2 °. Dandu-se cosinusul, se se afle cele-alte linii trigo • 
nometrice. 

Din (1) avem: 


sin a=±\/ l- cos 2 a 
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espressiune a sinusului in functiune de cosinus. Substi- 
tuind aceste valore in (2), (4), (5), vom av4 si espres- 
siunea tangentei, cotengentei si cosecantei in functiune 
de cosinus: 


✓1“ 


cos 2 a 


tga=± 

cos<z 

si dupe (3), 


, cota=± 


COS<2 


v/i- 


-cos 2 a 


' cosecfl=±~ 7 = 


cos 2 a 


seca 


1 

cosa 


3°. Dandu-se tangenta , se se a/le celle alte linii trigo- 

m 

nometrice. 

Ecjuatiunea (2) d&: 

sin<z=:costf t ga, (A) 


seu 


sin 2 <z=cos 2 <z tg 2 a. 

Punem acesta valore in (1), si avem: 
cos 2 a tg 2 a+cos 2 a—1, seu cos 2 a (1-f-tg 2 a)=l, 
de unde " 


1 


cosa=d 


v/ l+t g 2 a 

Punend acesta valore in (A) vom av4 valorea lui 
sin a: 

tg a (B) 


simz=±- 


Din (3) avem: 


v / J.+tg 2 a 

1 


seca=- 


cosa 


substituind in locul lui cos a valorea sea, 
sec a=±^/ i^-tg 2 a- 
Equatiunea (5) dk: 
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coseca= T—, 

3111(2 


si dupe (B), 


v/' 


cosec a- 


i+t g 2 a 


*30 In fine equatiunea (h)* dk: 


tga 


cot a= -. 

tga 

4°. Dandu-se cotangenta, se se ajle cele-alte linii tri- 
gonometrice. 

Din (4) avem: 

cosa=sina cota, (C) 

seu 

cos 2 (3=sin 2 a cot 2 a. 

Punend acesta valore in (1), avem: 
sin 2 (J-f sin 2 a cot 2 tf=l, ori sin 2 a (1-f cot 2 a)=l, 
de unde: 

1 (D) 

sirnz = ± ~ 7 ==r=r’ 

'j# v 7 l+coPa 1 ) 

Acesta valore pusa m (C) dk: 

cot a 

COS (Z=±' 


'Z l+cot 2 a 


si fiind-ck: sec<z=- 


COSlZ 


avem: 


sec <z=±- 


l+COt 2 (Z 

cota 


Din (5) avem: 


cosec<z= 


sm<z 


si punend in loc de sin a valorea data prin (D), 
cosec a=±y i+cot 2 <z 
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In fine equatiunea (g)* dk: 


*3 0 


‘f' 4 —ssr 

5°. Dandu-se secanta, se se gasesca cele-alte linii tri- 
gonometrice. 

Equatiunea (d)* dk: *30 


cosfl = 


seca 


Punend acesta valore in (1), avem succesiv: 

1 .i, 


sin 2 <z- 


sec 2 a 


sec 2 a sin 2 <i-f-i=—sec 2 a, 
sec 2 a— 1 


sin 2 <2 


sina=*±- 


sec 2 a 

v^sec^a—1_ 

sec a 


Punend aceste ^alori alle lui sin a si cos a in (2), (4) 

si (5) si facund reducerile, avem: 

, __ 1 . sec a 

tga=*±v/ ae c 2 a —1 cota=+- 7 =p=_, coseca=-± 

—v sec a—1 v seT ! a-i 

6°. Dandu-se cosecanta, se se gasesca celle-alte linii 

trigonometrice. 

Dupe (e)* avem: *30 

1 

sim -- 

coseca 

Punend acesta valore in (1), (2), (3), (4), vom 
avd, dupe nisce calcule analoge cu celle de la casul 
trecut: 

, >/ cosec 2 a-i , , 1 

cosa —t ±- 1 t ga=- ± 


cosec a 


v/cosĉc^a—1 
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_ coseca 

cot a mm —\/ cosec 2 a— 1 , seca=+ —,- . • 

v cosec^—1 

Tabelul alaturat coprinde tote aceste resultate. In 
prima colona verticale la stanga se afla inscris numele 
liniei trigonometrice ce trebue se se esprime in functiu- 
ne de alta, si in prima colona orizontale este numele li- 
niei in functiune de care trebue se se esprime linia con- 
siderata. La intalnirea colonelor respective ale ambe- 
lor linii trigonometrice se afla espressiunea cautata. 


■t. 
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sin a 

cos a 

tg a 

cot a 

sec a 

cosec a 




tg a 

l 

V B6C S a 1 

l 

sin a 

sin a 

+ \/ 1 — oos* a 

± \/ 1 + tg’ a 

~V 1 + oot* a 

— sec a 

cosec a 




1 

cot a 

i 

\/ eosec s a — 1 

cos a 

i \/ t — sin 1 a 

cos a 

1 + tg a a 

\/ 1 + cot 2 a 

sec, a 

— cosec a 


sin a 



1 

. 

\ 

tg a 

~\/ 1 — sin* o 

+—- 

cos a 

tg a 

cot a 

+ \/ sec 2 a — 1 

— / cosec 2 a —1 



cos a 

“-— - 

1 

cot a 

i 

/ 5 

cot a 

— ^ sin a 

i / 1 — eos 5 a 

tg a 

— / sec 2 a — 1 



1 

1 


\/ 1 + cot s a 

sec a 

cosec a 

sec a 

— / 1 — sin s a 

cos a 

+ / 1 + tg* a 

— cot a 

— \/ cosec 2 a —1 


1 

i 

. \/ 1 + *g ! a 


sec a + 


cosec a 

sin a 

V' 1 — cos s a 

— , tg a 

+ \/ 1 cot a 

V sec s a - 1 

1 



CO 
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ADITIUNEA ARCELOR 

32. Sinns si cosinns. Ne propunem a gasi espres- 
siunea sinusului si cosinusului sumei a doue arce, cu- 
noscund sinusul si cosinusul arcelor simple. 

Fia tf=AE si &=EF doue arce ast-fel 
ck suma lor a-f &=AF feste mai mica de 



ĥ 


V ° 

H 1«) 


FH, IL si EGr perpendicularie pe OA, si 
KI paralel la OA. Avem: 
sina=sin AE=EGr, cosa=cos AE=OGr, 
sin £=sin EF = FI, cos b= cos EF = 01, 
sin (<3-j-^)=sin AF=FH=FKj-IL, caci KH=IL, 
cos (*-M>)=cos AF=OH= OL-K I, caci HL=KI. 
Trianghiurile OEGr si OIL sunt assemeni; prin ur- 
mare: 

IL 01 IL cos£ 


(a) 

(b) 


EGr 


seu 


OE’ Binn l 
de unde IL=sina cos b. 

Din ass6menarea~aĉellorasi trianghiuri avem: 
ĜL 01 OL cos£ 


OGf 


= -=„, seu 


OE cos a i 

de unde OL ^cosa cos b. 

Trianghiurile FKI si OEGr sunt assemeni, caci au la- 
turile lor perpendiculare unele pe altele; asia-dera: 
FK _ FI FK pinb 

OGr = OE’ S6U cosr~T’ 
ori FK=cosa sinA 

Din assemenarea acellorasi trianghiuri avem: 

KI FI KI sin b 

EG- — OE ’ S6U sina” 1 ' 
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ori KI=sind! sin£. 

Substituind aceste valori alle lui IL, OL, FK, KI, in 
equatiunile (a) si (b), avem: 

sin (a-f-£)=siq<l cos&-fsin£ cosa, (1) 

cos(a-f-£)—cosa cos&—sina sin&. (2) 

53. Formulele (1) si (2) au Tost demonstrate" m lpo- 

tesea c& inse elle subsista in ori-ce alta ipo- 

tese am face asupra marimei arcelor a si b. 

1°. Formulele (1) si(2)subsis/a si in casul cand a+b^-^- 
In adever, punend 

a = ^ ~a, si b — 2 ~ b > 
si adunand intre sine aceste doue formule, 


> ^ 


a'+b'=Tr—ia-j-b), 

si fiind-ck a + b+>~ 2 ~’ este evident ck vom av4: 

f f 7 T tz 

a -j-b<.n — ~ 2 > seu a+b' <_ 2 ” 
Punend dera in (1) si (2) valorile 

a ~~ 2 ~ a', b =*2 b',a+b=n—(a' + b)^ 

scose din relatiile (c), avem : 

S in((,-|'+6'J-sm[f - «') 


cos 


T-+ 


COS n — 


+sin| g —b' j cos[y—aj, 
a'+ b' 


=eos ]-^-—a cos 


— w 
2 ~ b , 


— sin-^-—aj sin[y—#j, 


(c) 
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* 26 de unde* 

sin(a'-f- b')= cos a' sin b' -f-cos b' sin a', 

— cos(a'-f b’)= sin a'sin b' — cosa' cos b'\ 
si deca scambkm semnele formulei din urma, 

cos(a' ~l~ b') = cos a' eos b' — sin a' sin b'. 


Am ajuns dera chiar la formulele (1) si (2), si arcele 

a' si b' implinesc conditia a' - f- *'<4. 

2 

2°. Formulele (1) si (2) subsista si in casul cand adao- 

TZ 

gim ~2 la unul din arcele a seu b. 


n i % 

Fie a'—a+^~’ de unde a—a —g Punem acesta 
valore in (1) si (2): 

sinjV + b —“ 2 ~^=sin^a'—"tj" j coab 

+sin£ cos^a'—"g " 

i ^a' + b - 2 _ ^=cos^a'— 'ĉrj coab 
—sinjV —~2 j sin b ; 


cos 


mse avem: 
sin 


in (ja'+ b—Tjr^ = sin |-| — (a' + b) ĵ 
= — sin|ĵ|—(a'+£)J==—cos(a'+ b), 
los f^a' + b-~| J= cos£—{ * — (a'+ £)jĵ 
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= — cos -ĝ- — {a'-\-b) J=sin(a'+ b), 

. I i * } . ~ ( * ^”1 . ( * /\ , 

sm ^a —g-j^sin a jj=—sin-j— a j=—cos a , 

cos|a'—-1- =cos — -a' =cos^-|-— a' j= sin a', 

Punend aceste valori in equatiunile de sus, 

— cos (a'~hb)= —cosa'cos&-f-sin£sina', 

sin (a'~h Z>)=sina'cos&+cosa'sin£, 
in cari deca vom scamba semnele equatiunei antaiu, 

vom da tocmai peste (1) si (2), si a' va fi egal cuama- 
rit cu-|-. 

3°. Formulele (1) si (2) subsiste pentru ori-ce valori po- 
sitive alle lui a si b. 

Be dicem ck arcul a este coprins intre msi m+1 ca- 
drane, era£ intre n si n-j- 1 cadrane; atunciinsemnand 

cu a ' escesul lui a peste m cadrane, si cu b' escesullui 
b peste n cadrane, avem : 


a—m-ĝ-ha, b^n-^+b. 


(d) 


Inse pentru arcele a'Bib', mai micifie-care de c&t 
avem relatiunile: 


sin (a'+£')=sina'cos£'+sin£'cosa', 

cos (a'+b ')—cosa 'cobF —sina'sin£'. 

Dupe demonstratiunea de mai sus, noi putem adao- 

gi la fie-care din arcelea' si b\ si de cŭte ori vomvoi, 
c&te un cadran; dupe ce dera vom adaogi m cadrane 

lui a' si n cadrane lui b', formulele din urma vor de- 
veni: 
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mi^m~-\-a'-\- n-^ + b' j =sin^^w-^—f-<a' jcos(n-|-+/>' 
+ sin( n-|-+2’'jcos m -~-\-a'^ j 
3os^wz-|-+a'+n 2 +^ ) = C0S ( m '§~+ a, ) C0S (^ M ~|' +^'j 
— sin( m~-\-a j sin^n-|-+£' j, 


seu, dupe relatiunile (d), 

sin (a+£)=sin <2 cos£+sin£ eostf, 
cos (<z-f-/>)=cosa cos£—sintf sin£, 
si aci a si b au valori positive, ori cŭt de mari vom voi. 

4°. Formulele (1) si (2) subsiste pentru o ri-ce valori, 
chiar negative, alle lui a si b. 

Se presupunem ck a si b sunt negative. Alegem un 
numer intreg si positiv k, destul de mare pentru ca 
cantitatile 


2k*-j-a=a\ 2 kn-\-b = b', 

se fia positive. Atunci (1) si (2) convin lui a' si b', ca- 
ri sunt positive, si avem: 

sin ( a'-\-b')=sma ' cos£'+sin/>' cosn', 
cos {a'-\-b')=*coaa' cosb' — sŭuz' sinZ>', 
seu 

sin (2A*+tf+ 2A:;:+£)=sin(4A:7i+tf+£) 
=sin(2/c*+a) cos (2kr.-\~b) 

+sin(2/nt-| -b) cos (2/cTt-fa), 
cos (2/c n +a+2An+/>)=cos (4/crt-f a-\-b) 

= cos (2h-\-a) cos (2 kr.-j-b) 

—sin (2fa-\-a) sin (2kx-\-b) 
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si considerand ck sinusul si cosinusul sunt functiuni 
cireularie periodice cu perioda 2*,* «9,18 

sin (a-j-b)=~sina cos&f sin& cos<3, 
cos (a-j-b)=cosa cosb —sina sinZi, 
relatii in cari a si b sunt negative. 

HL.T)m acest sir de demonstratii resulta cft formu- 
lele (1) si (2) sunt generale ; putem derainlocuiintr’en- 
sele pe b prin — b, si atunci avem: 

sin (a— £)=sina cos(—&)+sin(— b) cos a, 
cos (a —b)=cosa cos(— b) —sina sin(— b). 
seu' x ' *25 

sin (a— b)= sina cos b —sin£ cosa, (3) 

cos (a — b)=cosa cos^+sina sinA (4) 

35. Ĝbservare. Formulele (1) si (2) se pot deduee 
una din alta, precum si (3) si (4), deca inlocuim in una 

din elle pe a prin <z + “-, seu pe b ^rinb+-~- 

In adever, deca in (1), spre essemplu, inlocuim pe b 
prm b+- g”, avem: 

sin|a+A-+-^-j«-sina eos^£ + -|- j -f-sin^-f--^- jcosa, 


seu 

cos{—(a+6)}=sina sin(—£)-f-cos(— b) cos a, 
ori* *25 


cos(a-)-£)= —sina sin^-f-cosa cosA 
Assemenea si pentru celle-alte. 

•^ -36. Formulele (1) si (2) ne dau sinusul si cosinusul 
sumei a doue arce; inse este lesne a le generalisa si 
pentru mai multe arce. 

Deca m (1) si (2) inlocuim pe b prin c-j-d, acelle for- 
mule devin: 
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sin (< 2 -f-C-f-J)=simz cos(c-f-i)-f-sin(c-f-<i) cosa, 
cos (<z-fc-j-<i)==cosa cos(c-fi)—sina sin(c-f<i), 


seu 


sin (a-f c-f4)=sina(cosc cos<f—sinc sini) 

-f cosa (sinc cos<i-f sincf cosc), 
cos (a-fc-fi)=cosa(cosc cos d —sinc sin d) 

—sina (sinc cosci-fsincf cosc), 

de unde 

sin (a-fc-fc?)=sina cosc cosi-fsinc cosa cos^ 

-f sinc? cosa cosc—sina sincTsim?, 
cos (a-f c-f <i)=cosa cosc cos<f—cosa sinc sini 
—sina sinc<sin<i—sina sin d cosc. 

Cu ajutorul acestora putem gasi sinusul sicosinusul 
sumei a patru arce, si asia mai departe. 

37. Tangeilta si cotagenta. Pentru a gasi tangen- 
*30(2) ta sumei a doue arce, vom recurge la formula*: 

cos (a-fc) 

inlocuind pre sin (a-f 3) si cos ( aj-b) cu valorile lor da- 

te prin (1) si (2), 

, / , ,s sina cosb-fsin& cosa 

tg (a-f b)= -'— -- ; 

cosa cosb — sina sinZ> 

si impartind ambii termeni ai fractiunii cu cosa cosb, 


sina c 6$b 


sin& cOsa 


seu 


»25 


, / , , v cosa c&sb cos& cdsa 

tg (a+b) =—- —L;—r—3-, 

1 _sma sma 

cosa cos& 

tg (a +t)- . 

1—tga t gb 

Deca in acesta formula inlocuim pe b cu - 


(5) 


- b, avem :* 


www.dacoromanica.ro 









FORMULE FUNDAMENTALR 


51 


tg ( a—b)=- 


tga—t gb 


( 6 ) 


1+tgfl tgb 


Pĉntru a gasi cotangenta sumei a doue arce, vom a- 
v4 assemenea: 

cos(a-f Z0_cosa cosZ’ — sina sinZ> 
cot (a-(- ) s j na cosZ>-fsinZ» cosa ’ 

si impartind ambii termeni cu sina sinZ», 

cosa cos& 


cot (a + b) — 


sina sinZ? 


-1 


seu 


sinfl cos£ , sinZ’ cosa 
“ sina sinZ’ * sina sinZ’ 


co ta cotZ’ — 1 
cot (a-j- )— co t£_j_ co t a 


(7) 


Deca aci inlocuim pe b ĉte. —b si scambkm semnele 
ambilor termeni ai fractiunei, avem: 

X+ cota cotZ» (8) 

cot (a Z»)— — C ota 

38. Prin formulele (5) si (7) putem gasi tangenta si 
cotangenta unei sume de mai mult de cŭt doue arce. 
In adever, ^unen^-. in aceste formule in loc de b pe 
c + d, avem: 

. , , . * tga+tg(c+d) 

tg (a+c+d) — ^— tga t g(p+d)' 


cot (a+c+d)- 


cota cot (c+d )—1 


cot (c+<i)-f-cota 
si inlocuind pe tg(c+d) si pe cot (c+d) cu valorile lor, 

■tgc + tgd 


tga- 


tg(a+c+d)— 


1—tgctgd 


i—tga aaaf 

1—tgctgi 
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__ tgfl + tgC+tg</—tg flt gCtgĴ 

i- tgatgc-tgatgd-tgctgd, 

, cotccotd— 1 
cota -—_j 


. * , , . cotc+cotii 

eot( a+ c+rf)-— - 

V + cota 


cotc-f-cotii 
cotacotc cottf—cot<3—cotc—cot<i 


39. 


(A) 


( 1 ) 

( 2 ) 


cota cotc+cota cotri+cotc cotd—\ 
IMMUJLTIBEA ARCELOR. 

Considerkm formulele 

sin (<z+£)=sin<z cos£+sin& cos a, 
cos (<r+i»)=cos<z cos& — sina sin b. 

Facund a—b, elle devin: 
sin2<z=2sin<r cos<z, 
cos2<r=cos 2 <z—sin 2 a, 

Aceste formule ne dau. sinusul si cosinusul arcului 
indoit 2<z in functiune de sinusul si cosinusul arcului 
simplu a. 

Deca in (1) si (2) inlocuim pe rand pe sin<* si cos<z 
cu valorile lor date prin equatiunile (a) si (b) de la § 30, 
avem alte formule, destul de des intrebuintiate : 
sin2<z=±2sin<z\/ i- s in 2 <z =±2cos<r\/iII^^, 
cos2c=cos 2 <*—(1—cos 2 <r)—2cos 2 <*—1 , 


cos2<x=l—sin 2 <*—sin 2 <r—1—2sin 2 a. 


Deca in formulele 
tga+tgb 


cota cotA—1 


tg(^+£) i-tgatg^’ cot ( a +^) cota+cotb 


(B) 


facem assemenea a = b, avem: 

2tga 


tg2a* 


cot2 a— 


cot 2 a—1 


(3) 


1 — tg 2 <z ' 2cota 

40. In formulele (A) inlocuind pe b cu 2<t, avem: 
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sin3a=sin<i cos2<2-j-sin2<2 cos<2, 
cosSa^cosa cos2<2 —sin <2 sin 2 < 2 , 
si substituind in locul lui sin 2<2 si cos2a valorile lor date 
prin (1) si (2), 

sin3a=sin<2(cos 2 a—sin 2 a)+2sina cosa cos <2 
=3sina cos!fl —sin 3 a, 

cos3<2=cos<^(cos 2 <2—sin 2 a)—2sina sina cosa 
=:Cos 3 a—3cosa sin 2 a. 

Punend in prima equatiune 1 — sin 2 a in loc de cos 2 a, 
si in a doua 1—cos 2 a in loc de sin 2 a, si reducund, 
sin3a = 3sina — 4sin 3 a, 
cos3a=4cos 3 a—3cosa. 

Facund si in formulele (B) pe b=2a, vem av£ asse- 
menea: 

, , 2tga 

t?3a~ tga+tg2a — __ 3 tga—tg 3 a , 

S l-tgatg2a 2t ga 1—3tg 2 a 

1 tga i_ t g 2 fl 

cot 2 a— 1 

cotacot2a—1 C0 a 2cota * cot 3 a—3cota 

cot ^ a ~ c 0 ta+cot2a cot 2 a—1 3cot 2 a—1 

cota i—~—— 

2cota 

41. J Putem gasi formule generale cari se ne dee si- 
nusul si cosinusul multiplului unui arc prin ori-ce nu- 
mer, intreg si positiv. Pentru acesta cousidcrkm equa- 
tiunile cunoscute: 

sin(a+£)=sina cos£ + sin+eosa, 
sin(a—£)=sina cos£ — sin£ oosa, 
cos(a+£)=cosa cos£— sina sin£, 
cos(a —£)=cosa cosbt sina sinA 

Adunand respectiv aceste equatiuni ? avem: 
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CURS DE TRIGONOMETRIA 


sin(<24A)+sin(<2—&)=2sintf cos b, 
co8(a-hb)~hcos(a — b)—2cosa cos b. 


^ Pune m a=mb ; atunci a-hb = (m+l)b,a — b—[m — l'b, 
si equatiunile devin: 

sin(m-f l)&=2sinm& cos£—sin(m —1)£,| 
cos(m4-l)£=2cosm& cos£—cos(m—1)£.J ^ 

Aceste formule, numite formulele lui Thoma Simp- 
son, ne dau mediul de a calcula sinusul si cosinusul 
multiplului unui arc prin un numer intreg si positiv 
m+1, cand se cunoscu sinusele si cosinusele multipli- 
lor acelui arc prin numerele m si m — 1. 


Essemplu. Fia b= 8°13'32", m=5; dupe (4) avem: 
sinJ(5+l)X8 0 13'32Ĵ-=2sinĴ5X8 0 13'32"ĵcos8 0 13'B2" 


sinj(5—l)X8°13'32"j, 


cosJ(5 + l)X8 0 13'32"j=2cos' ( 5X8°13'32"jcos8 0 13'32" 

—cosj(5—l)X8°13'32"j, 
si effectuand immultirile ; 

sin49°21'12"=2sin41 0 7'40"cos8°l3'32'—sin32°54'8", 
cos49°21'12"=2cos41°7'40"cos8 n 13'32"—cos32°54'8". 


DIVISIUNEA ARCELOR. 


42. Deca in foVmulele 


sin2a=2sina cosa, 


cos2 a= cos 2 a—sin 2 a=2 cos 2 <z—1=1 — 2sin 2 a, 



0r 
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punem b in loc de 2 a, si prin urmare-ir in loc de a, a- 

A u 

ceste formule devin: 

sin#=2sin-^ cos^-, 

u 2 

cos£=cos 2 ~—sin 2 —=2cos 2 -^-—1=1 — 2sin 2 —, 
2 2 2 2 


2tg— cot 2 ——1 

t E b ~ -T-. cot^ =-j--, 

1—tg 2 — 2cot— 

° 2 2 

relatiuni cari ne dau sinusul, cosinusul, tangenta s i co- 

tangenta arcului intreg in functiune de acelleasi linii 

alle arcului pe jumetate. 

"43. Adunand ecjuatiunile 

•« .^a n a 

l^sm^-f cos' 5 — 

2 2 


n . a a 
sm<z=2sin-cos-, 

2 2 

obtinem relatiunea: 

1-f sind=sin 2 ~ + cos 2 ~+2sin — cos— 
. 2 2 2 2 



de unde 


sin—-f cos-|-=±v/l + sina. 


(1) 


Deca, din contra, scadem una din alta ecfuatiunile de 
sus, avem: 
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CTJRS DE TRI60N0METRIA 


H . nd c,a d . a a 

1—siruz-='Sin-4- cos“-—2sm-cos 
2 2 2 2 

a a s 

sm-—cos- 1 


de unde 


( ■ a a\ 2 

= sm-—cos-i 

V 2 2 J 


. a 


sin-—cos-=±\/l_ s in <2 


,21 


Adunand equatiunile (1) si (2) si impartind cu 2, a- 
vem: 

(3) 


\ 


a 


sin-_ + _v / l+sind +1—sina 
2 “ 2 ± 2 

Scadiend equatiunile (1) si (2) una din alta siimpar- 
tind cu 2, avem: 

a , -.- (4) 

cos^_ + v 1+sina ^ 1—sina 

2 ~ + 2 ’ 

Formulele (3) si (4) ne dau sinusul si cosinusnl arcn- 
lui pe jumetate in functiune de sinusul arcului intreg. 
44. Considerkm equatiunile 

sm^— lcos^-^1 
2 2 

o a . n a 

cos^-—su+- = cosa. 

2 2 

Adunandu-le membru cu membru si impartind cu 2, 
avem: 

c,a 1+cosa a) 

cos-- = —'— 


seu 


cos fl = + V 
2 2 


Scadiend una din alta equatiunile de sus si impar- 
tind cu 2, avem; 
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; ^ U-COM 
2 2 


de unde 


sin^=± \/ 1 

2 V - 2 


COS<2 


(b) 

( 6 ) 


Impartind (6) prin (5) membru cu membru obtinem: 
a 


sin- 


v /- 1 


—eostf 


a ■ 
cos— 
2 


l-f-C0S<2 


seu, fiind-ck in membrul al doilea se impart numai 
quantit&tile de sub radieal. 

tn - a — ■ / 1—cosa 

'2 Vl+^T' 

Formulele (5), (6) si (7) ne dau cosinusul, sinusul si 
tangenta arcului pe jumetate in functiune de cosinusul ar- 
cului intreg. 

Observare . Deca presupunem c£i a<Cl80°, atunci 

^<90°, si prin urmare sin—, cos^Tsi tg^sunt positivi; 
2 2 2 2 

deci in ipotesea ck a <C 180°, nu vom lua de cat sem- 

nul -f- al radicalului din membrul al doilea al equatiu- 

nilor (5), (6) si (7), si atunci aceste equatiuni se scriu: 

a ^l—cos a 

1-fcosa 


a 

cos - 
2 


1 + cosa 




45. Deca in equatiunea 


2tsr 


a 


tga— 


l~tg 2 


2 a 


eliminkm numitorul, avem: 
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CURS DE TRICrONOMETRIA. 


tga-tgatg 2 -|-=2tg-|-, 


seu: 

ori, divisand pĉste tot cu t ga, 
tg 


tg« tg 2 -|- + 2 tg ~ — tga * 0, 


.2 ^ 


2 , (2 


- 1 = 0 , 


equatiune de gradul al doilea in tg—, care ne dk valo- 

Li 

rea luitg-^ infunctiune de tga : 

t g-^-— —J— +i / 1 -fi==_-y-m +. 

6 2 tsra — V tg 2 a ' 1 “g fl_ V tg 2 a 


seu 


tg<* V tg a 

tg a_ — l±Vl+tg a a 


( 8 ) 


2 tga 

In assemenea mod, din 

cot 2 -ĉ-—1 
, 2 
cota =- 


tragem: 

de unde 


2cot^- 

2 


2cota cot-^-=cot 2 ——1. 
2 2 


cot 2 3. — 2cota cot~—1—0. 
2 2 


equatiunea din care scotem : 


cot-^-—cota ± Vcot s a-j-l; 
2 


(9) 


acesta relatiune ne dk valorea cotagentei arcului peju- 
metate in functiune de valorea cotagentei arcului intreg. 
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FOKMULE CALCULABILE PRIN LOGAEITMI. 

46. Pentru inlesnirea calculelor este bine tot-de-una, 
pe cŝ,t se pote, a se inlocui sumele si differintiele ce fi- 
gureza in espressiunile algebrice si trigonometrice, prin 
produsse si c&turi, din causa ck, aceste din. urma, dupe 
cum scim, se pot calcula prin logaritmi, pre cand celle 
d’antaiu nu. 

Am gasit deja*: 

l-f-cosa=2cos 2 -|, 1—cosa=2sin 2 -^-. 

Inse putem inca gasi si alte espvesiuni, forte insem- 
nate, calculabile prin logaritmi. 

Considerkm equatiunile : 

sm(a+b)=s,ya.a cos^ + sin& cosa, 
sin(a— b)==^a cosb —sinZ? cosa. 

Adunand mai antaiu aceste doue egalitati, si apoi 
scadiendu-le membru cu membru, obtinem relatiunile 
urmatore: 

sin(a+&)-f-sin(a —W=2sina co sb, 
sin(a+£)—sin(a— b)=2s'mb cosa.' 

Punem: 

a+b^p, a — b~q ; (a) 

aceste doue equatiuni, mai antaiu adunate si apoi sca- 
diute, si pe urma impartite cu 2, dau: 

a=l±±, . (i) 

2 2 

Valorile date da (a) si (b) le substituim in (A), cari de- 
vin atunci: 

(1) 


(A) 


sinj7+sin<7=2sin^!~^ cos-^— 
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sinp—sin#= 2sit/ q cos^i^. ^ 

Equatiunea (1) esprime ck suma sinusurilor a doue 
arce este egale cu de doue ori sinusul semisumei arcelor, 
immultit prin cosinusul semidiferentiei lor. 

Equatiunea (2) arata ck diferentia sinusurilor a doue 
arce este egale cu de doue ori sinusul semidiferentiei ar- 
celor immultit prin cosinusul semisumei lor. 

47. Equatiunile 

cos(a+^)=*;cosdi cosb— sin<3 sin£, 
cos(tf— b)—cosa cosb-fsina sin£. 


mai antaiu adunate si apoi scadiute una din alta, dau i 

cos(<3+£)+cos(<z— b)=-2cosa cos b, 
cos(a-b) —cos'a+b)=2sma sin£; 


si facund si aci substituirile indicate de equatiunile (a) 
si (b), 


cosp+cos#=2cos 
cosq —cosp=2sin 


ttlco S S=i. 


piq . p—q 

——— sm r - - . 


(3_) 

( 4 ) 


Equatiunea (3) esprime ck suma cosinusurilor adoue 
arce este egale cu de doue ori cosinusul semisumei arce 
lor immultit prin cosinusul semidiferenliei lor. 

Equatiunea (4) areta ck diferenlia cosinusurilor a doue 
arce este egale cu de doue ori sinusul semisumei arcelor 
immultit p in sinusul semi-differentiei lor. 

Divisand una cu alta equatiunile (1)., (2), (3) (4) 
doue cate doue, obtinem ua seria de alte formule cal- 
culabile prin logaritmi: 
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2si a P+1„„.P^1 


-cos- 


sin/J+sin^ 2 - ~T~ = tg^^-cot?—? 

smp — smq 2sin PrA C0S P±1 2 ' 2 


2 


2 t g r±j- 

b 2 


=tg ^ x tg ^ 

8 2 


= tg 


P-9 



2sin/ 4 ? 

p—q 
cos-^— +- 

sin/? i sin q 

2 

2 

cosptcosq 

2cos 

p — q 
cos r ’ 


2 

2 


2sin T + ? 

p—q 

COS+— 

sinp-f sim/ 

2 

2 

cosq —cos p 

2sin^+« 

• —<7 

sm 7 


2 

2 


2sin P-« 

-cos *+« 

smp—smq 

2 

2 t 

cosp-fcos# 

2cos 

p—q 
cos r n 


2 

2 


2sin-^ 

p~iq 
-cos r ^ n 

sin/7—sin</ 

2 

0 

«J 

cos q- cos p 

2sin^ + « 

. p—q 
sin -—~ 


2 

2 


2cos ?+« 

p-q 

cos r 1 

cosp-icosq 

2 

2 


tg 




cot 


p—q 


p—q 


cot 


p+q 
2 ' 


2sin 


cot-^~t? cot^ 7 

P + 1 S in/-« 2 2 


COS</—COSJ3 

„«1X1- 2 2 

49. EcatVa formula insenmata care se intrebuintiedia 
une-ori in calcule. 
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CURS DŬ THIGONOMETRIA 


Immultim una cu alta egalitatile 

sin(<3 f £)=simzcos&+sin£cosa, 
sin (<2 — b)=sinacosb~ sin£>cos<z, 

si obtinem: 

sin(a -f b) sin(a— b) =sin 2 aco s 2 £ — sin 2 £co s 2 a. 
Inlocuind in acesta egalitate mai antaiu pe cos 2 a si 
cos 2 b cu 1—sin 2 a si 1—sin 2 &, si apoi pe sin 3 a si sin+ 
cu 1—cos 2 a si 1—cos 2 b, dobandim equatiunile: 
sin(a+£)sin(a— b) —sin 2 a(l—sin 2 £) — sin 2 £\ 1—sin 2 a), 
sin(a4 Wsin(a—&)=(1 — cos 2 a)cos+—(1—-cos 2 £)cos 2 a- 
Effectuand immultirile din membrul al doilea si fa- 
cund tote reducerile, ajungem la equatiile: 

sin(a+Z>)sin(a—&)=sm 2 a — sin 2 #, 
sin(a+i)sin(a— b)—cos 2 a —cos 2 #. 

50. Putem face calculabile prin logaritmi si suma 
seu diferentia a doue tangente. In adever 

sina sinZi sinacos£4sin£cosa sin(a4£) 


tga+tg£= 


cosa cos b 

, , , sina sin b 

tga—tgb— -— —-1 

° cosa cosa 


cosacos^ 

sinacos^—sin&cosa 


cosacos^ 
sin(a— b) 


cosacosb cosacosb ’ 

In assemenea mod avem: 

cosa cos£ cosasin&-fcos£sina 


cota+coti^ 


cota—cot^^ 


sma 

cosa 


sinb 

cosb 


sinasin^ 

cosasinfr — cosbsma 


sinfa + b) 
sinasin^ * 

_ sin (a—b) 

sina sin& sinasimb sinasin# 

51. Se facem calculabile prin logaritmi suma seu 

diferintia a doue secante; avem: 

,,1,1 cosa-fcos£ 

seca-j-seca=-1-— =-—— 

cosa cosa cosacosa 
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seca—sec b— 


q+b a—b 
2cos^— cos ——— 

2 2 

cosacosb 

1 1 cos&—cosa 


cosa cos b cosacosb 

a-\-b . a—b 


isin- 


sm- 


COS1COS& 


Assemenea 


, , 1 1 smJ+sina 

coseca+cosecp —-— = —.— - , ■ 

sma sm6 smasino 


2sin^i^ cos- 


-b 


coseca— cosec6 = 


sinasini 

1 1 


sin6—sinJ 


sina sin6 sinosinĥ 

0 . b—a a+6 

2sm-cos—-— 

= _2_2_ 

sinasini 

(52. Pentru a face calculabile prin logaritmi espres- 
siunea sina+cos6, observkm ck co&^sin^-ĝ— &'j, si a- 
tunci 


sina+cosĥ=sina+ sin^ — b 

. a +-J~ b l~ h - a 

=2sin---cos---> 


seu 

sina+ cos6=2sin^ +-+J cos (^— 


Assemenea 


sina—cos6=sina —sinf —b 
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Cuhs Dfc thigonŭmethja 


—2sin —_ 


k , n 

- — o—a —o-j-a 


cos 


on 


sina—cosĥ=2sin — 
V 4 


a+6 


( r. , a—b '\ 

iCO \T+-2-)• 


53. Forte adessea este necessariu a se transforma 
espressiunile 1—sina si 1+sina. Pentru acesta 

1—sina=l—cos — al = 2sin 2 (-7 -—~ 


l + sina=l -j- cos^-—a = 2cos 2 


/ 


2/ 

i» _a \ 

4 y)- 

* 44 avend in vedere formulele aflate (a) si (b)*. 

Divisand una cu alta equatiunilo aflate si estragund 
radecina patrata, gassim: 


tg 


t-tHV-i 


-sma 


54. Espressiunea 


1 -j- sina 


1 + tga— 1 + 


sina cosa+sma 


sin +—a ]+sma 


cosa 


cosa 


cosa 


2sin 4 


cos 


— —a 


14 


cosa 


Assemenea: 


- . sma cosa —sina 

1 - tga=l—-=- 

cosa cosa 

2sin4-sin-7— 
4 \ 4 


f T. 

-p.osl — 1 


cos a —cos 


V2 


cosa 


cosa 


si fiind-ck 
sin 


ĵ-“)= 0 °{|—vf-“)] =C08 (f + “), 
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avem: 


54 


2sin^cos^-|-+ a^ 

1—t sa— - 

& COSfl 

)4i Une-ori este necessariu a transforma espressiu. 

nea sin<2+sinft-(-sinc, in care a.+b-{ c=*.. 

Avem mai antaiu:* *46 

.... 0 . b+c b — c (a) 

smo-f-smc=2sm-cos- 

2 2 

Inse dinrelatiuneaa-)-i>-f-c=K, deducem : a=x — (b-f-c), 
si prin urmare*, * 26 , 

sina= sin(ft+c)=2sin- — - cos . 

2 2 

Adaogind acesta equatiune la (a), 

0 • b+c b+c , 0 . b+c b —c 
sma+sinc-f-sinc=2sin—-—cos—-—-r-2sm—-—cos- 


=2 S in*±£. 


cos- 


b+c 


•cos- 


b — c 


mse 


* 


»47 


b+c . b —c 0 b c 

cos ———+ cos-= 2cos—cos-: 

2 2 2 2 ’ 


asia-dera 


sina-f- sin£ + sinc=4sin-^t^-cos—cos—. 
• 2 2 2 


Pe lunga acestea din a+b+c=x, avem 


b+c _*_ a 
2 2 2 ’ 

si prin urmare sin^i^-=cos-^; deci equatiunea din ur- 

u u 

ma devine: 


sina -f- sin£-f-sinc=4cos—cos— cos—. 

2 2 2 


(b) 


Fia inca de transformat espressiunea sina-f-sin£—sinc, 
in care a-j-£-f-c=rc. Yom avĉ, ca si mai sus: 
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adunand, 


. , . 0 — c b+c 

smb — smc=Jsm-cos--, 

2 2 

• n. , \ n • b~hc b+c 

sin<3=sin(c-f-c)—2sin-- cos—; 

2 2 


sina-fsin£—sinc—2cos- 


£-fc/' . fe-fc , . b —c 
' • sin —l - 


, -sin- _ 
2 1 2 


, b~j~c . £ c 

—4cos-sm—cos—, 

2 2 2 


seu 


sina+sin£ — sinc=4sin—sin—cos- C 


(c) 

_ OLLl-~—\ĵ\JB -« 

2 2 2 

56. Se facem calculabile prin logaritmi espressiunea 
* 5 ocot-^--f cot-^—{-cot-^-, in care a-\-b-\-c=x. Avem*: 

U U U 

. b+c 

,b , ^c Sm 2 
cot- + co t - 2 -=_ n _, 


sin-srn- 
2 2 


si fiind ck~ t£._ JL_ 

2 2 2 


, , cos—• 

h r 9 

cot^ -f cot___i_ 

2 T 2 . b . c 


sin-sin 
2 2 


Inse 


cot 


cos—■ 
a _ 2 

2 ~ . a 

sin T 


adunand, 
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j.a , , b , , c 

cot -4-cot -4-cot— 
2 2 2 - 


cos- 


a 


a 

cos—• 

2 


sm- 


(2 

2 ’ 


af . a t . b . c 
cos- sm—fsin-sm- 
21 , 2 ^ 2 2 

. a . b . c 
sm-sm-sm- 
2 2 2 


. b . c 
sm-g-sm— 


Inse, dupe conditiunea pusa, avem: 


atunci 


. a b+c b c . b . c 

sin- — cos——=cos -cos-—sin-sin-: 
2 2 2 2 2 2 ’ 


j.a Jb , ,c 

cot- -j- cot- -f- cot- 

2 2 2 

af b c . b . c . b . 

cos- cos-cos-—sin-sin—fsm-srn 

2 2 2 2 2 

. a . b . c 
sm-Lsm sm-L 
2 2 2 

a b c 

cos—-cos—cos— 

2 2 2 

. a . b . c 
sm--sm—sm-L 
2 2 2 


seu in fine_, 

j.a , ,b , ,c ,a ,b ,c 

cot— -f cot-f- cot—.=cot—cot—cot—. 

2 2 2 2 2 2 

Ua demonstratiune identica ne va da, pentru a+b 

-f-c—x, si 

tga + tgb-f- tgc=tgatgbtgc. 

METODE GENERALE PENTRU A FACE ESPRESSIUNILE 
CALCULABILE PRIN LOGARITMI. 


57. Pane acum nu am urmat nici ua regula fissa in 
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operatiun'le ce am facut pentru a transforma espres- 
siunile, ci am cautat numai a profita de forma lor par- 
ticularia pentru a simplifica, pe cat se putd, calculele. 
Sunt inse si metode generale pentru a face acesta trans- 
formare. 

Fia binomul A+B, in care quantitatile AsiB auori- 
ce fel de valori vom voi, inse positive. Punendpe Aca 
factor comun, vom av4 : 

A+ B = A (l+|). 

Punem B 2 (b) 

A =tg f ' 


9 fiind un anghiu ajutator ore-care; si putem tot-de-una 
gassi un anghiu 9 care se satisfaca ec[uatiunea (b), caci 
scim ch tangenta unui arc pote se aiba tote valorile pos- 
sibile. Substituind acesta valore in (a), 

A-fB=A(l+tg 2 9 >)=Asec 2 ?=—. 

cos 2 9 

Anghiul 9 fiind determinat prin relatiunea (b), espres- 
A 

siunea -—, calculabile prin logaritmi, va fi si ea de- 

COS 2 9 

terminata. 

58. Luhm binomul A —B, in care A si B sunt posi- 
tive, inse A>B. Pnnend erasi pe A ca factor comun, 

A—B=A^1—~j. , (c) 


B 

Fiind-ck A>B,—<1; prin urmare putem pune: 
A 



(d) 


si acesta relatiune ne va da tot-de-una ua valore reale 


www.dacoromanica.ro 





FORMULE FCNDAMENTALE 


69 


B 

pentru ®. Punend in (c) valorea lui — data de (d), acea 
espressiune se face: 

A—B=A(1—cos 2 o )=Asin 2 ?■ 

Deca in A —B presupunem ck A<B, avem: 

A-B—(B-A)—B(l - 

si punend erasi A =cos 2 ?, 

A—B = —B(l—cos 2 ?)=—Bsin 2 ?. 

59. Fia binomul 

, wsin<3-(-Kcosa, 

in care a este un anghiu ore-care, m si n nisce mono- 
me ore-care. Punend pe m ca factor comun, 

wsin<3+«cosa=fMfsin<3-f—costf \ 

V m J 

Deca lu&m tg © =LL, avem: 


m 


msma-j-ncosa—mitsina-btgo cos< 2 )=m sindt 


= m 


sinacos o 4- sin ? cos a 


sm? 

COSf 


cosa 


cos ? 


seu in fine, 

. , msin( f 4 a) 

msma+ncosa= -—- 

COSf 

Assemenea am fi avut si: 

msin( f — a) 

COSf 

60. Binomul A±Btga=Bf—±tga\ devine, deca pu- 

A VB J 

B 


msina—Ksma= 


A * 

nem —=tg?: 
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A±Btgdi=B(tg <f + tga)=B 


sm <f sma 'i 


+ 


tcos f cos a I 

g sin(? + g) 
cos?cosa 

Assemenea se transforma si A±Bcota. 

61. Fia inca espressiunĉa m+nsina, in care m si n 
sunt nisce ciuantitati ore-eari, inse nu coprind nici ua 
linia trigonometrica; atunci 
m 


m+mina—- 


cosa+nsma—n 


cos a 


m . ) 

-cosa±sma ; 

incosa J 


m 


punend-=tg ?, obtinem : 


=« 


«cosa 

«z±«sina=n(tg © cosa±sina) 
sin f cosa -f- s i na \ _ «(sin f cosa±sinacos =) 


(COS tf 


cos f 


«sin( f ±a) 
cos? 


62. Pentru a reduce in un monom un polinom 
a^rb^rc+d^r...,, reducem mai antaiu cei doi termeni 
a-f b in unul singur m ; apoi reducem pe m si c in un 
termen «; pe n si d inuntermenp, siasiamaideparte. 

Essemple. 1°. Se se faca calculabile prin logaritmi 
formula 

cosa=cosZicosc4-sinftsinc cosA. 

Punend ca factor comun pe sin^cosA, avem: 

cc 


cosa=sin£cosA 



cosc+sincj ? 


si luand 


CO; 


°ĵt 


=tg<p, 


cosA 

0 osa=sin£ cosA(tg <f cos f|- 4 /. 
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. , * sin?cosc+sinccos? 

=sinocosA--- - -, 


cos ? 


seu 


cos a= 


z=sinftccosA . 

COS o 

2°. Se se faca calculabile prin logaritmi equatiunea: 

cotasin6=cos&cosC+sinCcotA. 

Punem pe cotA factor comun: 

COS& 


si luand 


cotasin£=cotA.| cosC+sinC , 
V cotA r 

cos b 

--r=tgtp, avem: 

cotA 

cot<J sin£=cotA(tg f cosC+sinC) 


=cotA 


sin «p cosC+cos ? sinC 
cos? 


de unde 

cotasin^—cotA-^ 1 ^ - — — ■ 
cos? 

3°. Se transformA,m equatiunea 

sinccosA=cosd!sin& — sinacos&cosC. 

Acesta equatiune este identica cu 

. . cosasinĥ . ~ i n 

smccosA=-^— smC—simzcospcosC, 

smC 

si punend ca factor comun pe sinocos&, 

sinccosA=sind!cos&^-^^^-sinC—cosC "j, 
, cotat sb 

si punend-—= cot<p, 

smC 

sinccosA=sinacos£(cot ? sinC—cosC) 
cos ? sinC—sin ? cosC 


tsmacos^- 


seu, ip fiue, 
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sinccosA^sinacosA^ 111 ^——. 

sm<p 

63. Regulele pre cari le-am. dat pentru a face ua es- 
pressiune calculabile prin logaritmi de multe se pote 
se nu se aplice, cand espressiunea are ore-cari forme 
♦46-56 particulari. Am dat* mai multe essemple de acesta. 
Eca inca ua espressiune forte insemnata, care se pote 
face calculabile prin logaritmi nu dupe metoda generale: 

b 2 +c 2 — a 2 


cosA=- 


2 bc 


Adaogind 1 la ambele membre avem: 

,_b 2 +c 2 —a 2 , , b 2 +c 2 -a 2 +2bc 

l-j-cosA=——-b 1 =— 


2 bc 


2bc 


(, b+c) 2 —a 2 
2 bc 


si scadiend 1 din ambele membre alle acestei din urma 
ecjuatiuni, 

cos a=<±M!=£?i. 

2 bc 

Punem tg atunci 

2 bc 2bc 

cosA=tg? —1; 

*g 5 si fiind-ck tg-^-“l, dupe cum vom vedd Indatk*, 


cosA=tg? — tg^ 




COS?COS-^- 


COS <P 


*65 


caci cos- 


VT 1 * 
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LINIILE TEIGONOMETRICE A CATOR-YA ARCURI. 


64. Se gassim liniile tr'gonrmetrice alle arcului AE 
de 30°. 

Laturea EF a unui exagon regulat 
inscris subintinde un arcEAFde 60°; 
radia OA, perpendicularia pe acesta 
lature, imparte arcul EAF in doue 
parti EA si AF, fie-care de c&te 30°; 
assemeneaEG=GrF. InseEF=OE—1; 
prin urmare 

EG-sin30°=-i-. 



Gasim cos30° prin relatia 


cos30 




V 3 


Impartiend espressiunea lui sin30° cu a lui cos30°, 
avem : 

tg30°= —-— . 
f 3 

65. Fia arcul AB=45°. In trianghiul dreptanghiu 
OBC avem: 

OC 2 fBĈ 2 =OB 2 , seu: 
cos 2 45°-f-sin 2 45°=l. 

Inse OC=BC, caci BOC=OBC=45°; 
prin urmare 

/- 2sin 2 45°=l, 



seu: 


sin45°=- 


1 V 2 


= cos45°. 


2 ^ 

In OAD avem erasi AD=OA, adeca tg45°=l. 

66. Deca demonstra ca mai sus* ck sin60° este ju -*64 
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metate din laturea trianghiului equilateral inscris, ca- 
re lature se scie cii este 'Z 3; prin urmare 

sin60 °=——, cos60°=y/ 1—sin 2 60° 


\Jl— f-=-i ? t g 6°°=V3. 


V 1 4 2 ' 

67. Arcul de 18° este jumatate din arcul de36°sub- 
intins de laturea decagonului regulat inscris, si valo- 

v/ĝ._1 

rea acestei laturi se scie din geometria ck este-; 

2 

prin urmare, dupe un rationament analog cu cel de 
mai sus, 


sinl8°=VL 5 —-=cos72°. 


Atunci 


cosl8°=Vl_sin 2 l 8' 


r °=V’ 


5 + 1—2 v /5 


16 


+2±l^_sin72", 


SI 


tgl 8°= 


V 5 —1 


V10+2V5 

68. Dupe formula* 

sin2tf=2sin«cosfl. 


avem: 


sin3 6°=2sin 18°cos 18°=f 2 


/V' 5 —lVlO +2 yt 


seu 


sin 2 36°=4 
de unde 


4 0 4 

o-. i (5 + l-W5)(10+^V5) _ 1 0 — 2 V5 
16 s 

O Vlb — 2 V 5 


sin36 
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FORMULE FUNDAMENTALE 


69. Dupeformula* : sin3<2=3sinacos 2 a—sin 3 d, avem* 4 o 
inca : 

sin54°~ 3sinl8°cos 2 18°—sin 3 18° 

9 V5~-1 10 + 2V"5 8V5”—16 

° 4 16 64 ’ 

de unde 

sin54°=^^t-^ =cos36°. 

4 

Combinand prin impartire formulele aflate la § 68 si 
69, afl5.m: 

tg-3 6°=V- 10 ~ ^ ^ 5 , - V^ 1 

V5+1 VlO — 2 Vŝ" 

70. Prin formulele 

sin T^ \ Vl+sina± y Vl-sintf, 
cos —=+— yj 1 + sin<j+ Vl~sina, 


avem: 

sin 9°=-ly 1 fsinl8° Vl—sinl8°, 

cos 9°= yl+sinl8° + y ^ 1—sinl8°, 
seu 



sin9°=i- y3++5--iy5— s/b = cos81 n } 
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cos9°=-i- y3 + V5-f Iy5— V5 = sin81°. 
Assemenea 

sin27°=A V & +VT-IV 3 -V5 “=cos 63°, 
cos27° =-j- y/ 5 +V5 -f -Ly/3 — Vŝ^sinGS 1 . 
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CAPITULUL III. 


TABLE TRIGONOMETRICE 

71. Proprietatile pre cari le-am studiat pene acum 
nu vor putĉ av4 nici un us practic deca nu vom av£ 
medie de a gassi indata valorea numerica a liniilor tri- 
gonometrice alle ori-carui arc ni s’ar da. Inse liniile 
tngonometrice sunt functiuni transcedente alle arcului, 
adeca nu se pote stabili nici ua equatiune algebrica in- 
trega care, pentru ua valore a liniei trigonometrice, se 
coprinda tote valorile correspundiatore alle arcului. Din 
acesta causa calculele prin cari aflkm valorea liniilor 
trigonometrice alle unui arc dat sunt peste mesura de 
lungi si difficile, si ar fi peste putintia a aplica formu- 
lele trigonometriei la caloulele practice, deca ar trebui 
ca la fie-care moment se calcuDm si valorea liniiior tri- 
gonometrice ce ar intra in acelle formule. Din acesta 
causa se construesc table cari, pentruori-cevaloredata 
a arcului, contin valorile calculate alle totor liniilor 
selle trigonometrice. 

72. De si arcele pot se aiba valori ori-cŝ,t de mari, 
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tablele trigonometrice nu se calculedia de cŝ,t pentru 
*28 arcele de la 0° pene la 90°; cŝci scim* cŝ ori-ce arc, 
ori-cŝt de mare ar fi, se pote reduce laprimul cadran. 

Pe lunga acestea, deca calcul&m tote liniile trigono- 
metrice alle arcelor de la 0° pene ]a 45°, nu mai este 
necessariu a calcula valorea lor si pentru arcele de la 
45° pene la 90°; caci aceste din/urma arce suntcomple- 
mentele cellor d’antaiu, si prin urmare liniile lor tri- 
gonometrice vor fi complementarie cu alle cellor d’an- 
taiu. Deca cunoscem, spre essemplu, sin 36Vcos 36°, 
tg, 36°, cot 36°, sec 36°, cosec 36°, yom cunosce si 
cos 54° = sin 36°, sin 54° —cos 36°, cot 54° = tg 36°, 
tg54°=cot 36°, cosec 54°=sec 36°, sec 54°=cosec 36°; 
cŝci 54°=90°—36°. 

73. Tablele trigonometrice nu dau chiar valoreanu- 
merica a liniilor trigonometrice, ci, fiind-ck mai tote 
calculele trigonometriei se fac prin logaritmi, dau nu- 
mai logaritmii acellor linii. Pe lungaacestea, tablele nu 
coprind logaritmii secantei si cosecantei arcelor, cŝci 

din relatiunile : sin.x = —-—-, cosjc=—-—, avem: 

cosecjc secjc 

logsinx=—logcoseccc, logcoscc = —logsecjc. Prin ur- 
mare, pentru a gasi logaritmii secantei si cosecantei u- 
nui arc, n’avem de cat se lukm logaritmii cosinusului 
seu sinusului acellui arc cu semnul contrariu. 

Logaritmii liniilor trigonometrice se calculedia prin 
nisce metode alle caror principii le vomespuneinscurt 
* 258 — 26 tmai departe.* Acum ne vom multiami a areta numai 
possibilitatea de a se construi tablele trigonometrice 
pentru arcele din 10“ in 10". Pentru acesta vom demon- 
stra mai antaiu urmatorele teoreme: 
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74. Teorcma I. Ori-ce arc coprins intre 0° si 90° 
este: 1° mai mare de cdt sinnsul seu, si 2° mai mic decat 
tangenta sea. 

-n 1°. Fia arcul AB=<3 ; avem: sina=BC,, 
tg<J=DA. Ducem corda BA, si avem : 
BC<BA, seu sina<BA, cŭci BC este per- 
pendicularia, era BA oblica. De altapar- 
te BA<arcBA^ seu B A<< 2 , cŭci arcele mai mici de c&t 
90° sunt mai mari de cŝtt cordele lor; prin urmare a 
fortiori. 

sina<a. (a) 

2°. Aria sectorului circular OBA este: OBA=zOA 

XarcBA=ĵOA <a. Aria trianghiului dreptanghiu ODA 
este: ODA=iOAXAD=jOAXtga; inse ODA>OBA; 
prin urmare s''OAtga>K)AXtf ; si impartind deambele 
parti cu ĵOA, 

tga>a. (b) 

Relatiunile (a) si ( b ) se pot scrie in un sir: 

sina<a<tga. (1) 

(75. Teorema II. Cand arcul se micsioredia peste me- 
sura, raportul arcului catre sinusul seu tinde catre 1. 

Punend in (1) in loc de tga pe- Sina 


avem: 


cosa 


sis«^Ca< 


snaa 

cqsŭ 


Impartind pe fie-care membru prin sina, aceste re- 
latiuni se fac: 

l<^-<— . 
sm« cesa 

Inse deca arcul se apropia de zero, cosa se apropia 
de 1, asia ck deca arcul este forte mic, cosa se pote so- 
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coti egale cu 1; deci la limita relatiunea de mai sus 
devine: 

a . 

—-=1, seu fl=sma. 

sma 

■ 76. Observare. In calcul anghiurile se esprime seu 
prin gradele, minutele si secundele pre cari le coprind, 
seu prin lungimea absoluta a arcurilor cari le mesora, 
aceste arcuri fiind luate pe ua circumferentia cu radia 
l. Asia se pote dice ck un anghiu este de 22°30', seu 

ck este mesurat cu un arc de lungimea 0,39269908. 

Inse de multe ori este de trebuintia ca, cunoscund es- 
pressiunea unui anghiu in un fel, se gasim espressiu- 
nea sea in cellu-alt fel. 

Fia a lungimea linearia a unui arc care mesora un 
anghiu ore-care, si a' numerul intreg de secunde ce co- 
prinde acel arc; este evident ca arcul a es.e egal cu de 
a" ori arcul de 1*; adĉca a=a"X arcl". Inse arcul de 1" 
fiind forte mic, avem dupe (2): arc 1"—sinl"; si atunci 

J=a''sinl'', (3) 

din care ,/ a (4) 

sinl 

Relatia (3) ne areta ck pentru a aĵla lungimea abso- 
luta a unui arc, trebue a immulti numerul de secunde ce 
contine el cu sin 1"'; si (4), cŭ pentru a afla numerul de 
secunde continut in un arc, irebue a imparti lungimea 
absoluta a arcului cu sinV.J 

77. Teorcnia III. Sinusul unui arc coprins intre 0° 
si 90° este mai mare de cdt diferentia intre arc si a potra 
parte din cubul arcului. 
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Dupe teorema I avem : — <Ctg-, seu-^-< 

2 2 2 


sm- 


Im- 


a 
cos- 
2 


multind ambii membri ai acestei neegalitati cu 2cos 2 — ? 
avem: acos 2 -J-<2sin-^-cos-^-j si fiind-ck: cos 2 -|- 

u u u u 

= 1—sin 2 ~, 2sin-^- cos~=sina^ 

2 2 2 

a^l—sin 2 ~^<sina, seu a —asin 2 -|-<sina. 
a (aV a 2 

Inse* sin 2 — <1 — J = ; punend dera in neegali-*74 

tate P e -j- in l° c de sin 2 vom av4 aĵortiori: 


a 

a —^<sina. ' 


Corolariu. Din (5) deducem: 

a 3 

a—sina <-^- > 


( 5 ) 


( 6 ) 


adeca diferentia intre un arc si sinusul seu este mai mica 

de cat a patra parte din cubul arcului. __ 

78. Teorema IV. Cosinusul unui arc mai mic de 90° 
este mai mare de cat diferentia intre unitate sijumetatea 

a 1 

patratului arcului, adeca cosa>l — 

2 

Avem :* cosa = 1—2sin 2 —, si sin —. Punend*42 

2 2 2 

dera in equatiune, in loc de sin 2 -^-, valorea mai mare 

u 


&'■ 


este evident ck vom av4: 
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a 


cos*C>l — 2 - seu cosa>l——. 


( 7 ) 


2j> 


79. Teorema V. Cosinusul unui arc coprins intre 0° 
si 90° este mai mic de cdt unitatea minus jumetate din 
patratul arcului, plus a sesse-spre-diecea parte din a patra 


a 2 . a 4 


putere a arcului, adeca cosa<l—"j+jg 
7 Dupe (5)* avem: 


. a a 1 (a\ A 
sm->-—— - 

2^2 TV2 J, 


. <,a [a 1 a 
seu: sm 4 ->--3 - 
2^(2 4V2 

»a 


3)2 


Deca dera in equatia: cosa=l—2sin 2 -, vompunein 

U 

loc de sin 2 - valorea mai micaj^— L vom av4: 

2 (2 4, 2 J J 


C0S<3<;1 — 2 
si a fortiori, 


t-l(± 


2 4V 2 


, 3.2 


.. a 2 2a . a^ 

, seu: cosa<l ————--f— 
2 32 2 16’ 


, <z 4 

co M<1 -y+i6- 


( 8 ) 


a L 


Corolariu. Deca in (8) trecem pe 1—— in membrul 

U 


antaiu cu semnul contrariu, avem: 


a“ 


cosa [ 1-— )<—. 


a* 


O) 


CALCULUL SINUSULUI SI COSINUSULUI AECULUI DE 10". 


80. Sinus de 10". Se scie ck lungimea unei semicir- 
cumferentie, cand radia are valorea 1, este 
*=3,1415926535897932...., 
si fiind-ck ua semicircumferentia coprinde 180° seu 
648000", vom avea; 
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arc648000"=3,141592653589 7932..,., 


seu 


arc 10^- rA 3 ^- = 0,000048481368110.; 

64800, ’ 

prin urmare 

arc 10"<0,00005, 
si 

( arc 10,/ ) 3 <0 ooooftoooooooogg. 

4 

a 3 

Inse relatiunea (5)* dk: sin<3>i3——; prinurmarein*77 

casul de fatia: , / 1 , / 

sin 10’'^r0,000048481368110 —0,0000^000^000^032, 
si facund substractiunea, 

sin 10">0,00004848136807^ 

Comparand valorea din membrul al doilĉa cif valo- 
rea lui arc 10", vedem c k elle nu differa una de alta de 
cŭt delaal3 a diecimaleinainte ; siincaacestaal3 a die- 
cimale in valorea arcului este numai cu ua unitate mai 
marĉ de c&t a 13 a diecimale din valorea lui sin 10". 
Deca dera vom lua 

sin 10"=0,0000484813681, (A) 

putem fi secu,ri ct erorea comisa asupra valorii lui 
sin 10" va fi mai mica de cŭt ua unitate de al 13 lea or- 
din diecimal. 

81. Cosinus de 10". Formula (9)* ne areta cit dife-* 7 g 

rentia intre cos 10" si 1—- 

^ 2 


este mai mica de 


(arc 10") 4 „ 

ct,t-jĝ-. Inse deca luam pentru arc 10 valorea 

0,0000484813...., gasita mai sus, aflkm; 
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(arc 10") 4 
16 


0,0000000000000000039, 


quantitate care neavend cifre insemnatore de cŭt de la 
a 18“ diecimale inainte, se pote neglige cu totul. Asia 
dera putem lua: 

eoriO-.l- frrc . MT , 

seu 2 

cosl0"=l—0,000000001152=0,9999999988248, (B) 
si asupra acestei valori este comisa ua erore mai mica 
de cŭt ua unitate de al 18 Iea ordin diecimal, 

Cunoscund sinlO" si coslO" vom gasi tglO" prin 
relatia , ,^»__sinl0" 

^ coslO" 

82. Sinusul si cosinusul arcelor din io in io secunde. 

*4iFormule]e lui Tĥoma Simpson, date mai sus*, sunt: 

sin(m-)-l)(i=2sinm&cos&—sin(m—1 )b, — 

cos(m-\-l)b=2cosmb cosb — cos{m—1 )b. 

Deca lukm £=10" si m—1, aceste formule devin : 
sin20"=2sinl0"cosl0", cos20'—2cos 2 10"—1. 

Punend £=10" si m=2, acelleasi formule dau: 


sin30"=2sin20" coslO"— sinlO", 
cos30"=2cos20" coslO"—coslO", 
si asia mai departe. Facund in fine £=10" si m—m , 
avem: 

sin(m-f-l)10"=2sinml0" coslO"—sin(m—1)10",) ,qx 
cos(m-f-l)10"=2cosml0" coslO"—cos(m—1)10".^ 

Cu formulele lui Thoma Simpson putem dera calcu- 
la sinusurile si cosinusurile arcelor din 10" in 10" cu a- 
jutorul lui sinlO" si coslO", pre cari le-apa aflatmaisus. 
Calculele se potprescurtaobservand cŭfactorul con- 

stant 2cosl0" difera forte putin de 2 unitati, caci rela- 
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tia (B) ne areta c& coslO" difera forte putin de 1. Pu- 
nem k= 2—2cosl0", de unde 2cosl0"=2— k. Substi- 
tuind acesta valore in relatiile (C), 

sin(m-f-l)10"=sinml0"(2 — k)— sin(m—1)10", 
cos(m -f1)10"= cosml0'(2— k)— cos(m—1)10", 
din cari 

sin(m-f- I)10"=sinml0 -|-sinml0"— k sinmlO' 

—sin(m—1)10", 

cos(m-f-1) 10 "=cosm 10"+cosml 0— kcostn 10" 

—cos(m —1)10", 

seu 

[sin(m+1)10"—sinm 10’]=[sinm 10 ’—sin(m—1)10"] 

. —ŭsinmlO", 

[cos(m+l)10"“cosml0"]=[cosml0"—cos (m—1)10'] 
—/rcosmlO". 

Aceste formule ne dau diferentiele sin (m+l)10* 
—sinmlO" si cos(m+l)10"—cosmlO", cand cunoscem 
diferentiele precedente sinmlO"—sin(m—1)10" si 
cosmlO"—cos(m—1)10", precum si quantitatile sinmlO" 
si cosmlO". Adaogind acelle diferentie la sinmlO" si 
cosmlO" gasim pe sin(m+l)10" si cos(m+l)10". 

Quantitatea constanta k se ealculedia ua data pen- 
tru tot-de-una pentru a se introduce in calcule. Se ga- 
sesce 

/c=0,000000002304. 

88. Formarea tablelor de logaritmi dupe acestame- 
toda are trebuintia de lungi calcule aprossimativC; si 
de acea trebue din cand in cand a verifica resultatele 
calculului, comparandu-le cu resultatele gasiteprin alte 
mediu-loce. Pentru acesta ne putem servi cu seria ar- 
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celor din 9 in 9 grade, alle caror linii trigonometrice 
*64-7ole-am gasit prin mediu-loce geometrice.* 

TABLELE LLI CALLET. 

84. Tablele trigonometrice celle mai usit.ate sunt ta- 
blele lui Lalande calculate cu cinci diecimale pentru ar- 
cele din primul cadran din minut in minut, si tablele 
lui Callet, calculate cu siepte diecimale, din secunda in 
secunda pentru arcele de lŭ 0° pene la 5°, si dinlO se- 
cunde in 10 secunde pentru tote arcele de la 0° pene 
la 90°. 

Amendoue aceste table, editate si perfectionate de J. 
Dupuis, presinta ua dispositiune analoga. Vom dades- 
crierea si usul tablelor lui Callet, si tot ce vom dice 
despre acestea se va aplica si la alle lui Lalande. 

85. Prima parte a tablelor lui Callet dk lsgaritmii 
sinusului si tangentei arcelor de la 0° pene 5° din se- 
cundti in secunda. Inse sinusul si tangenta unui arc 
fiind egale cu cosinusul si cotangenta arcului comple- 
mentar, acesta tabla ne dk in acellasiu timp si cosinu- 
sul si cotangenta arcelor de la 90° pene la 85°. 

Acesta tabla se imparte in doue: tabla de sinusuri 
si tabla de tangente. Sinusurile sunt date pe verso al 
foii, era tangentele pe recto ; asia ck. descbidiend tabla, 
sinusurile se afla pe pagina stanga si tangentele pe pa- 
gina drepta. Dispositiunea atobelor pagine este cu to- 
tul analoga. 

Reproducem aci ua parte din tabla sinusurilor. Nu- 
merul gradelor este inscris desupra si dedesubtul tablei, 
afara din cadru. Pagina este impartita in opt colone 
verticale, dintre cari celle douC de la margini, a si h, 

www.dacoromanica.ro 



TABLE TRIGONOMETRICE 


87 


coprind numerul de secunde, in colona a crescund de 
sus in jos de la 0 pene la 60, era in colona h de jos in 
sus; pentru simplicitate, diecimile se scriu numai ua 
data, era incolo de subintieleg. Colonele de la mediu- 
loo, b, c, d, e,f, g , porta sus si jos numerul minutelor. 

Cand arcul dat este coprins intre 0° si 5°, logaritmii 
sinusului seu tangentei selle s& afla pe pagina ce porta 
in partea de sus afara din cadru numerul de grade al 
arcului, in colona verticale care porta in capetuldesns 
numerul de minute al arcului, sipeliniaorizontale care 
trece prin numerul de secunde al areului, inscris in co- 
lona de la stanga a. 

Cand arcul dat este coprins intre 90° si 85°, logarit- 
mii cosinusului seu cotangentei selle seafla pepaginace 
porta in partea de jos afara din cadru numerul de gra- 
de al arcului, in colona verticale care porta in capetul 
seu de jos numerul de minute al arcului, si pe linia ori- 
zontale care trece prin numerul de secunde al arcului, 
inscris in colona de la drepta b. 

Cand mai multi logaritmi succesivi inscrisi in aceasi 
colona au primele lor cifre comune, de ordinar se sub- 
intieleg celle doue de la inceput, afara numai de loga- 
ritmii estremi, si de cei scrisi in capul colonei. Ast-fel, 
cand in tabla gasim numai siesse cifre alle unui loga- 
ritm, trebue se-1 completcim, scriindu-i la stanga cifre- 
le escedente pre cari le contine logaritmul cel mai a- 
propiat, urcand seu pogorind. 

1°. Fie a se cautalogsin3°37'12*. Deschidem tabla la 
ua pagina care in partea de sus se porte scris: sinus 3°, 
si anume cautkm pe acea in care a treia colona verti- 

cale, c, porta sus titlul 37', Descindem peacestacolona 
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SINUS 3°. 


a 

b 

C 

d 

e 

f 

g 

h 

H 

36' 

37' 

38' 

39' 

40' 

4 1 ' 

H 

I 0 

“2,7978941 

2,7998974 

T, 801*915 

2,8038764 

2,8058523 

2,8078192 

60 

i 

979275 

999307 

019247 

039095 

058852 

078519 

9 

2 

979610 

999640 

019578 

039425 

059180 

078846 

8 

j 3 

979945 

"2,7999973 

019910 

039755 

059509 

079173 

7 

4 

980279 

2,8000306 

020241 

040085 

059837 

079500 

6 

1 5 

980614 

000639 

020573 

040414 

060166 

079827 

5 

6 

980948 

000972 

020904 

04(1744 

06i>494 

080154 

4 

7 

981283 

001305 

021235 

041074 

«* 060823 

080181 

3 

8 

981617 

001638 

021567 

041404 

061151 

080808 

2 

9 

981952 

001971 

021898 

041734 

06'479 

0oll35 

1 

10 

982286 

002304 

022230 

042064 

061808 

081462 

50 

1 

982620 

002637 

022561 

042394 

062136 

081788 

9 

2 

982955 

^002970 

022892 

042723 

062464 

082115 

8 

3 

983289 

1)03302 

023223 

043053 

062792 

082442 

7 

4 

983624 

003635 

023555 

043333 

063121 

082769 

6 

5 

983958 

003968 

023886 

043713 

063449 

083095 

5 

6 

984292 

004301 

024217 

044042 

063777 

083422 

4 

7 

984626 

004633 

024548 

044372 

064105 

083749 

3 

8 

984961 

004966 

024879 

014702 

064433 

084075 

2 

9 

985295 

005299 

025211 

045031 

064761 

. 084402 

1 

H 

23' 

22' 

21' 

20' 

19' 

18' 

H 


COSINIJS 8(3°. 


pene in randul orizontal care trece prinnumerul 12 in- 
scris la stanga in colona a a secundelor. Acolo gassim 
cifrele 002970. Pentru. a completa logaritmul, vom a- 
daogi la inceputul acestui numer cifrele 2,8 cari se afla 
inscrise la logaritmul cel mai apropiat urcand seu po- 
gorind, si atunci 

logsin3°37'l 2"= 2,80029 70. 

Cu totul assemenea se face si pentru a gasi 

logtg3°37'12", care este: 

logtg3°37'12"=2,8011644. 

2°. Fie a se cauta logcos86°20'53". Deschidemtabla 
la ua pagina care in partea ŭe jos se porte scris: cosi- 
nus 86°, si caut&m pe aceea anume in care acinciaco- 
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lona verticale e porta jos titulul: 20'. Ne urckm pe a- 
cesta colona pune in randul orizontal care trece prin 
numerul 53, inscris la drĉpta in colona h asecundelor. 
Acolo gassim oifrele 041074; si pentru a completa lo- 
garitmul, adaogind la inceputul acestui numer sicifre- 
le 2,8 cari se afla inscrise la logaritmul cel mai apro- 
piat urcand seu pogorind, avem : 

logcos86°20'53"= 2,8041074. 

Tot assemenea se face si pentru a gasi logcot8 6°20'5 3", 
care este 

logcot86°20'53"=2,8049902. 

86 . A doua parte a tablelor lui Callet dk logaritmii 
sinusului, tangentei, cotangentei si cosinusului arcelor 

de la 0° pene la 90°, din 10" in 10". 

Reproducem aci ua pagina din a doua parte a table- 
Ior lui Callet. Numerul gradelor, deca este mai mic de 
45, este scris irt susul paginc-i, afara din cadru ; er&deca 
este mai mare de 45, se scrie in josul paginei. Numerul 
minutelor este scris in colonele verticale A si L, la 
stanga si la drepta paginei, si merge crescund de sus in 
jos in A, si de jos in sus in L. 

Numerul secundelor se afla scris in colonele vertica- 
le B si K, cari vin dupe alle minutelor, si acest numer 
merge crescund de sus in jos in B, si de jos in susin K. 

Sinusurile pentru arcele mai mici de 45° se gasesc in 
colona C, intitulata sus sill, era pentru arcele mai 
marid.e 45° in colona H intitulata jos sin. 

Tangentele, pentru arcele pene la 45°, se afla in co- 
lona E, intitulata sus taug, si pentru arcele mai mari 
de 45°, in colona Gr intitulata jos tuilg. 
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Assemenea cotangĉntele si cosinusurile arcelor pene 
la 45° se vor gassi in colonele Gr si H intitulate sus 
COtg si COS, si pentruj areele mai mari de 45° in co- 
lonele E si C, intitulate jos cotg si COS. 

Colona cea mica D coprinde differentiele tabulaic in- 
tre logaritmii consecutivi inscrisi in colona C. Asseme- 
nea colona F contine differentiele intre logaritmii con- 
secutivi inscrisi in colonele E si Gr, si colonaldifferen- 
tiele logaritmilor din colona H. 

Fie acum: 1° a sc gasi logsin28°13'30'' Considerand 
ck arcul dat este mai mic de cat 45°, vom descHide ta- 
blele la pagina intitulata sus 28°, si in colona A vom cau- 
ta numerul minutelor, 13; apoi in B vom cauta si nu- 
merul de secunde, 30, corespondente la 13'. Atuncipe 
randul orizontal care trece prin acest numer de secun- 
de, in colona C, intitulata sus sin, vom gasi cifrele 
748017 ; si adaogind la inceput si cifrele subintielese 
1 ,6, avem: 

logsin28°13'30"=l, 6748017. 

2°. Se gasim logsin61°46'40\ Arcul fiind mai mare 
de 45°, pc pagina intitulata jos 61°, vom cautaminute- 
le 46 in colona de la drepta L, era secundele 40 in co- 
lona alaturata K. Logaritmul cautat lu vom gassi in 
colona H in dreptul numerului secundelor 40; acest 
logaritm este: 

. logsinOl^GAO^l,9450351. 

3°. Fi6 inca a se gasi logtg28°15'20". Vom cautapa- 
gina intitulata, sŭs 28°, si in colona A dela stanga ace- 
stei paginĉ vom cauta 15'; apoi in colona alaturata 
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A B 


D 


28 ° 

F G 


H 


// 

Sin, 

0 

f,6789769 

10 

740162 

20 

740556 

30 

740949 

40 

741342 

60 

741785 

0 

742128 

10 

742621 

20 

742914 

30 

743306 

40 

743699 

6O1 

744092 

0 

744485 

10 

744jB77 

20 1 

746270 

80 

745663 

40 

746065 

60 

746448 

0 

746840 

10 

747232 

20 

747625 

30 

« 748017 

40 

748409 

5° 

74«801 

0' 

749194 

10 

749686 

20 

749978 

30, 

750370 

40 

750762 

50 

751164 

0' 

751546 

10 

751937 

20 

752329 

30' 

752721 

40, 

753113 

50 

753604 

0 

753896 

10 

764287 

20 

30 

754679 

755070 

40 

60 

765462 

766853 

0 

756246 

10 

766636, 

20 

757027 

30 

767418> 

40 

50 

767809 

768200 

i° 

768592 

768983 

20 

■59374 

1 

2£2ĴG4 

760155 

60! 

760646 

0{ 

760937 

10 

761328 

201 

761718 

30 

762109 

40 

762500 

00 

762890 

O’ 

1,6768281 


I K L 


10 


11 


12 


13 


14 


15 


16 


17 


18 


19 


20 


D 


Cos. 


392; 

398i 

392 

392, 

392' 


892, 

391 

892 

892, 

892' 

391 


391 

?92 

391 


890 

891 
391 
891 
391 


390 

391 


Tang. 


1,7287161 

287667 

288173 


D.c. 


298789 


299295 
299800 
300305 ™ 

30081O 


302325 505 

302830 
303335 565 

8 $3840 606 

304345 666 

304850 505 

305364 604 

306859 606 


OUDOD» - 

306364 505 

306869 

301373 

308383 
308887 
309392 
309896 
310401 
310905 


811410 
311914 
312418 
312923 
313427 
313931 
314436 666 

314940 6 J 4 

315444 504 

815948 664 


316462 

316956 

1,7317460 


Cotg. 


506 

506 

606 

506 

506 

606 

506 

605 

506 


288679 
289184 
289690 
290196 
290702 
291207 

291713 ™ 

292219 

292724 gĵ® 

- DU6 

293230 

293736 

294241 

294747 

296252 

295757 

50R 

296263 _ n _ 

296768 
297274 
29777§ 506 

■"*Z§8284 606 


505 
606 

506 
606 


3UUBJ.U 

301316 605 

301820 506 


506 

604 

605 

605 
504 
506 

604 

606 
504 

605 
604 
504 
506 
604 
604 


604 

504 

6U4 


Cotg. 


Cos. 


0,2712889 

1,9462609 

712333 

462496 

711827 

452388 

711321 

452270 

710816 

452167 

710310 

462045 

7« 9804 

461982 

709298 

461819 

708793 

451706 

708287 

451698 

707781 

707276 

A51480 

157168 

708770 

451255 

706264 

451142 

706759 

461029 

705263 

460916 

704748 

460803 

704243 

450690 

703737 

450677 

703232 

460464 

702726 

702221 

459851 

460238 

701716 

460125 

701211 

450012 

700705 

449899 

700200 

4-19786 

699695 

449873 

699190 

449560 

698686 

449447 

698180 

449334 

697676 

449220 

697170 

449107 

696665 

448994 

696160 

448881 

G95665 

448768 

695150 

448655, 

694646 

44854l| 

694141 

V^3635" 

448428 
44fl3lR 

69!ffiSi 

4482021 

692627 

448088 

692122 

447976 

691617 

447862 

691118 

447749 

690608 

447636 

690104 

689699 

447622 

44710^ 

689095 

447296 

688690 

447182 

688086 

447069 

687682 

446966 

687077 

446842 

686673 

446728 

686069 

446615 

686564 

446501 

685060 

446388 

684566 

446275 

684052 

446161 

688648 

446048 

683044 

446934 

0,2682640 

1,9446821 

Tang. 

Sin. 



0 

50 

40 

80 

20 

10 

0 

50 

40 

30 

20 

10 

0 

60 

40 

30 

20 

10 

0 

50 

40 

30 

20 

10 

0 

50 

40 

30 

20 

10 

0 

60 

40 

30 

20 

10 

0 

60 

40 

30 

20 

rie 

0 

50 

40 

80 

20 

10 

0 

60 

40 

80 

20 

10 

0 

50 

40 

80 

20 

10 

0 


50 


49 


48 


47 




45 


44 


-43 


42 


-41 


40 


// 


61 ° 


Pag. 


M 

506 

1 5o.a 

2 tol.8 
8 161.8 

4 2o2.4 

5 263.0 

6 SoS.O 

7 864.2 

8 4o4.fi 
O 455.4 

505 

I 60.6 

1 loi.o 
8 161.6 
4 2o2.o 

6 252.6 
8 3o8.o 

7 358.5 

8 4o4.o 

9 454.5 

504 

II 60.4 

2 100.8 

3 151.2 

4 2ol.fl 
6'262.0 

6 8 o2.4 

7 852.8 

8 403.2 

9 453.0 

393 

1 89.3 

2 78.6 
8 117.9 

4 187.2 

5 196.5 
8 835.8 

7 275.1 

8 314.4 

9 453.7 

392 

1 89.2 

2 78.4 

3 117.6 

4 156.8 

6 190.0 
0 285.2 

7 274*4 

8 818.0 
9 852.8 

391 

1 89.L 

2 78.2 

8 117.8 
4 156.4 
6 195.5 

6 284.6 

7 278 ,1 

8 812.8 

9 851.9 

390 

1 89 

2 78 

8 117 
4 168 
6 198 

6 284 

7 278 

8 812 

9 851 

113 

1 11.3 

2 22.6 

8 88.9 

4 46.2 

5 58.5 
0 67.8 

7 79.1 

8 00.4 

9 lol.7 

90. 
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B,20". Pe linia orizontale ce trece prin acest numer 
de secunde, 20, vom gasi: 

logtg28°15'20"=l, 7303335. 

Tot assemenea vom gasi: 

logtg61°41'30'-=0,2687077, 
logcot28 0 14’50" =0,2698180, 
■logcot61°49T0'=1,7289690^ 
logcos28°15'40" =1,9448768, 
logcos61°44'0"= 1,6753896. 

USUL T4RLEL0R. 

Doue sunt problemele ce se pot presinta cand voim 
a ne servi cu tablele trigonemetrice: 1° Se dk un arc 
si se cere se gassim logaritmul uneia din liniile selle tri- 
gonometrice; 2°. Se dii logaritmul unei liniitrigonomc- 
trice a unui arc necunoscut, si se cere se gassim a- 
cel arc. 

87. Problema l^JDanduse un arc , se gassim loga- 
ritmul uneia din liniile selle trigonometrice. 

Am vediut* cum trebue a procede pentru a gasi lo *86 
garitmul liniei trigonometrice a unui arc care se ga- 
sesce in table. Nu vom mai reveni asupra acestei pro- 
bleme, ci ne vom ocupa numai de casul cand arcul dat 
nu se afla in table. 

1 °. Se se gasesca logaritmul sinusului unui arc. 

Fie a se gasi logsin 28°14'36",5. Fiind-c5. arcul dat 
nu se afla in table, vom cauta logaritmii sinusului arce- • 
lor ce se afla in table si intre cari este coprins arcul 
dat, adeca: 

logsin28T4'30" = 1,6750370 
si logsin28°14'40" =1,6750762, 
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In colona D vedem ck differentia & intre acesti doi 
logaritmi este 392; de alta parte differentia intre cel 
mai mic din aceste arce si arcul dat este de 6" ,5. Inse 
pentru intervale forte mici, ca celle din casul de fatia, 
putem considera logaritmii sinusurilor ca fiind propor- 
tionali cu arcele ensesi; asia-dera putem face rationa- 
mentul urmator: la ua crescere de 10'' a arcului, cor- 
respunde ua adaogire de 392 unitati de al sieptelea or- 
din la logaritm; la ua crescere de 6" ,5 a arcului, ce a- 
daogire se cuvine logaritmului? Proportiunea: 

10":392=6"5 :x, ne dk: — =254,8, valorea 

10 

quantitatii cu care trebue crescut logsin28 0 14 80" pen- 
tru a av4 logsin28°14'36" ,5 ; prin urmare 
logsin28°14'36" ,5=1,67506248, 

Eca dispositiunea calculului: 
logsin28°14'30" =1,6750370 a= 392 

pentru 6" ,5 2548 392X6 ",5 g 

logsin28°14'36",5=l,67506248 T0~ 

Observare. Cand differentia gasita pentru logaritm 
presinta ua parte fractionaria, a carii prima decimale 
este mai mica de c&t 5, tota partea fractionaria se la- 
peda; era deca prima dieeimale e mai mare de c&t 5, 
partea fractionaria tot se lapeda, marind inse cu ua u- 
nitate ultima cifra a intregilor. Asia, in essemplul pre- 
cedinte differentia fiind 254,8, dupe transformare ea va 
deveni 255, si atuncilogsin28°14'36",5 vafi 1,6750625. 
Deca differentia ar fi fost 254,31, spre essemplu, nu am 
fi introdus in calcul de c&t partea 254. 

Acesta observare 6ste aplicabile la tote calculele ce 
se fac cu logaritmi. 
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88 . Calculul partii proportionale 254,8 se pote face 
c.u mult mai mare inlesnire cu ajutorul tablelor de di- 
ferentie proportionale, asiediate pe marginea paginei, 
afara din cadru. Aceste tkble coprind crescerile loga- 
ritmului correspundiatorie la fie-care crescere de 1", 
2'....9" a arcului. Se gassim, spre essemplu, care este 
crescerea logaritmului ce corespunde lacrescerea 6" ,5 
in arc, differentia tabulara fiind 392. Tabelul intitulat 
3g2 ne areta cii la crescerea 6" a arcului correspunde 
differentia 235,2. Pentrua gasi si differentia corespun- 
diatore la crescerea de 0",5, observkm ck acesta diffe- 
rentia este a diecea parte din differentia correspundia- 
tore la 5", cŝ,ci si 0 ',5 este a diecea parte din 5"; deci 
acesta differentia va fi 19,6, prC care adaogindu-o la 
235,2, aflkm 254,8. 

Tot assemenea vom opera si pentru a gasi logarit - 
mul tangentei unui arc ore-care ; asia 

logtgG 1°43'48" ,3=0,2694055. 

89. 2°. Se se gasesca logaritmul cosinusuluiunui arc. 

Fie a se gasi logcos 61°4T37",8 . Acest arc este co- 

prins intre 61*4T30,* si 6l°4l'40", si tablele dau : 
logcos$l°4T30* =1,6759764, 
logcos6T41'40" =1,6759374, 
cu differentia tabulara 390. Observŝm inca cŝ 
logcos61°41'30" >logcos61°41'40", 
caci scim ck in primul cadran cosinusul descresce cu 
cŝt cresce arcul; prin urmare vom rationa in modul ur- 
mator: la ua descrescere de 10" in arc, corespunde cres- 
cerea la logaritm de 390; la ua descrescere in arc de 
2 ,2 (differentia intre arcul dat si arcul cel mai mare din 
celle-alte doue), ce crescere la logaritm va corespunde ? 
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Tabela partilor proportionale ne dk: 

crescere correspundiatore la 2" =78 

crescere correspundiatore la 0",2 = 7,8 

85,8. 

Acesta diferentia, fiind adaogita la Iogcos61°4r40", 

dd : 

logcos61 0 4l'37" ,8=1,6759460. 

In assemenea mod gassim si 

logcot28°18'38" ,4=0,2686644. 

Observare. Din acestea vedem ca pentru siuus si 
tangenta, calculul diferentiei logaritmilor se face prin 
esces, adeca se ia in considerare diferentia intre arcul 
dat si un arc mai mic de cat densul. Pentru cosinus 
si cotangenta acel calcul se face prin lipsa, cŭci se ia 
diferentia intre arcul dat si un alt arc mai mare de cĥt 
densul. Restul calculului este identic in ambele casuri. 

90. In calculele precedente am presupus ck crescerile 
logaritmilor sunt proportionale cu cre-cerile arcurilor. 
Cand inse arcurile sunt forte mici, acesta nu mai este 
esact pentru logsin si logtg, si atunci nu mai putem a- 
plica metodele ce am dat. Eca cum operkm in casul 
acesta: 

Fie un arc dat, a+h, esprimat prin unnumer intreg 
a de secunde, si prin ua fractiune h de secunda. Pen- 
tru a gasi logsin(fl-f A) si logtg(a-f h), arcele fiind forte 
mici, putem admite ck raportul intre arcele a si a-f h 
este egal cu raportul intrĉ sinusurile seu intre tangen- 
tele lor, adeca: 

sin(a-f h) a-\-h tg(a+/z) a-\-h 

sina a ’ tga ~~ a 

si luand logaritmii, 
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logsin(tf+A)=logsina-{-log(<z+/z) — loga, i ., x 

logtg(a+/ 2 )=logtg<z+log(<z-f-/z)—loga. ' ' ' 

Aci logsin<z si logtga se afla din prima parte a table- 
lor trigonometrice , cŭci a este un numer intreg de se - 
cunde; log (<z+/i) si logfl se afla din tabla logaritmilor 
numerelor. Valorile gasite pentru aceste differite quan. 
titati fiind introduse in relatiile (1), vom obtine pe 
logsin(a + A) si logtg(<z+A). 

1°. Se aflkm logsin0°2 38'+7254. Acest arc, redus in 
secunde, este 158'' ,7254. Prin urmare in acest essemplu, 
<3=158, /i=0,7254, si relatia antaia din (1) se face: 
logsinl58" ,7254 = logsinl58"+logl58,7254 —logl58. 
Inse, dupe table, 

logsinl58" =4,8842319, 
logl58,7254=2,2006464, 
logl58=2,1986571; 

prin urmare 

logsin0°2'38",7254=4,8862212. 

Assemenea si 

logtg0 0 2'38",7254=4,8862213. 

Pentru a gasi logcot a unui arc forte mic, trebue mai 

antaiu a calcula logtg; caci, din cotjc——-—, avem: 

tgx 

logcofcx=—logtg^c. Asia: 

logcot0 n 2'38",7254=—(4'8862213)=3,1137787. 

2 °. Se se afle logaritmul cosinusului unui arc forte 
mic a-\-h. 

Din relatia 


deducem: 


tg(<Z+/2)= 


sin(cz+/z) 
cos (a+h) ’ 
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logcos(ti + /i)=logsin(a-f h)— logtg(a+/t), 
formulŭ prin care am put4 calcula logcos(tf-(--/t), cunos- 
cund pre logsin (a-j-h) si logtg (a+h). Inse deca vom 
inlocui pe logsin(a+A) silogfcg(a-f/ 2 ) cu valorile lor date 
prin (1) si vomreduce termenii assemeni, vom ajunge la 
logcos(a+/z)=logsina — logtga., 
seu logcos(a+/z)=logcosa. (a) 

Prin urmare, deca arcele a\h si a sunt forte mici, 
logaritmii cosinelor lor sunt aprope egale. Acesta se 
pote ved4 si din table. Arcul 0°2' 38" ,7254 este coprins 
intre 0°2'30" si 0°2'40"; inse a doua parte a tablelora- 
reta ck tote arcele de la 0°1'40" penela0°2'50" auacel- 
lasiu logcos; asia dera 

logcos0°2'38" ,7254=Iogcos0°2'30". 

Observare. Din relatiunea (a) resulta ck arcele forte 
mici sunt forte reu determinate prin cosinusurile lor; 
asia, in essemplul precedinte am vediut cii la un acel- 
lasiu logcos correspondea tote arcele de la l'40' pene 
la 2'50", ceea cu produce ua incertitudine de 1' 10". 

Pe de alta parte avem: 

cosa=sin(90°— a ); 

deca a este forte mic, 90 1 —a differa prea putin de 90°; 
relatiunea acesta ne areta dera ca arcele vecine de 90° 
sunt forte reu determinate prin sinusurile lor, cari va- 
riadia prea incet. 

Nu este tot asia pentru tangenta si cotangenta Ace- 
ste linii trigonometrice variadia mult mai rapede de c&t 
sinusul si cosinusul, c&ci scim ck in primul cadran elle 
iau tote valorile de la 0 pene la cc, Observand dife- 
rentiele tabulare allelor, vedem ca valorea ceamaimica 
a acestor differentieestela45°;asia-deraacolotangenta 
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si cotangenta variadia mai incet, si acolo se pote pro- 
duce erorea cea mai mare. Inse cu tablele lui Callet 
cbiar acesta valore maximum a erorii este asia de ne- 
insemnata (0",03), incŭt se pote neglige. Prin urmare 
din tote liniile trigonometrice, celle mai avantagiose 
pentru a represinta arcele cu esactitate sunt tangenta 
si cotangenta. 

jl. ProbĴemall. Dandu-se logaritmul unei liniitri- 
gonometrice a unui arc , se se gasesca arcul. 

Fie a se gasi arcul x al carui logsin este 1,9.451480. 
Caut5,m in table la colona intitulata Sin pene cand se 
d£tm peste logaritmul dat, si vedem ca acest logaritm 
se afla in colona H intitulata jos sin; prin urmare, pen- 
tru a gasi secundele si minutele arcului, le vom lua la 
drepta in colonele L si K, era gradele le vom lua de 
jos. Ast-fel arcul cautat este: a:=61°48 20". 

Assemene vom face si pentru a gasi un arc corres- 
pundiator la un logcos, logtg, logcot dat,‘ cand acest 
logaritmi se afla in table. Ast-fel se gasesce : 

Pentru logtgx=l,7297779, jc=28°13'30" , 

pentru logcotcc=l,7307373, x=61°43 20", 

pentru logcosx=l,9449107, x=28°15'10", 

92. Deca logaritmul dat nu se afla in table, vom cau- 
ta doi logaritmi intre cari se fie coprins logaritmul dat, 
si vom gasi arcul correspundiator la acest logaritm prin 
ua proportia. 

Ast-fel, fie logsincc=1,6756418. Cautand in table, 
vedem ck acest logaritm este coprins intre 
r,6756245=logsin28°17'0", 
si F,675663 6=logsin28°17'10", 

Differentia tabularia intre acesti doi logaritmi este 

7 
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391, era intre cel mai mic din acestia si logaritmul dat, 
173. Prin urmare, deca ua diferentia a logaritmilor de 
391 unitati de al septelea ordin diecimal corespundela 
ua crescere in arc de 10", ua differentia in logaritmde 
173 unitati de acellasiu ordin diecimal, la ce crescere 
in arc va corespunde ? Bespunsul este dat prin pro- 
portiunea: 

391: 10'=173:8, de unde 8= 173 - X - 10 = 4" ,4. 

319 


Adaogind acesta crescere la arcul cel mai mic, ga- 
sim arcul cautat: 


*=28°17'4",4. 

Eca dispositiunea calculului: 
l,6756418=logsinx a=391 

E 6 75 6 245=logsin2 8° 17'0" 173X10" 

173 391 


4" 4 • 
* j 


x=28°17'0" +4" ,4=28°17'4",4. 

93. Crescerea in arc de 4",4 se pote gasi si prin ta- 
blele diferentielor proportionali de pe margine. Pentru 
acesta in tabelul intitulat^pz cautkm cea mai mare di- 
ferentia care se coprinde in 173, si acesta este 156,4, 
correspundiatore la 4". Scadiend apoi pe 156,4 din 
173, gasim diferentia 16,6. Impartind in minte nume- 
rele din tabel cu 10, vedem ck din tote caturile obti- 
nute, cel mai mare care incape in 16,6 este 15,64, CO’ 
respundiator la crescerea in arc 0*,4. Oprind aprosi- 
matiunea la partile din 10 alle secundei, crescerea to- 
tale in arc va fi dera de 4",4. 

Tot assemenea, dandu-se: logtg.x:=r,7297543, ga- 
sim: *=28°13'25",3. 

94. Se gasim arcul x al carui logcos este 1,9447589. 
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Tablele ne areta ck acest logaritm este coprins intre 
r,9447635=logcos28°17'20", 
si ‘ r,9447522=logcos2S°17'30", 

a caror diferentia tabulara este 113; diferentia intre 
logaritmul cel mai mic 1,9447522 si cel dat este 67. 
Dicem dera: deca la ua adaogire de 113 unitati de al 
septelea ordin diecimal la logaritm, correspunde ua 
descrescere de 10" in arc, la ua adaogire de 67 unitati 
la logaritm, ce descrescere in arc va corespunde ? Pro- 
portiunea: 

113: 10'—67 : s', d k: s'= 67X10 =5",9. 

113 

Scadiend acesta descrescere din arcul 28°17 30", ga- 
sim arcul cautat: jc=28°17'24",1. 

Valorea descresceriiarcului, 5",9, se pote gasi siprin 
tabla partilor proportionale. In tabelul intitulat u3 ve- 
dem ck numerul cel mai apropiat de 67 este 56,5, lacare 
correspunde descrescerea 5". Apoi numerul din tabel di- 
visat cu 10 care se apropie mai mult de diferĉntia 67— 
56,5=10,5, este 10,17, la care corespunde descrescerea 
0",9. Prinurmare descrescereatotale inarc estede 5",9. 

In assemenea mod, pentru logcotx=l,7310740, vom 
gasi: jc=61°42'13",3. 

95. In lucrarile precedente am presupus ck variatiu- 
nile arcelor sunt proportionale cu variatiunile logarit- 
milor liniilor sele trigonometrice. Inse acesta nu mai 
este adeverat pentru arcele forte mici, cand este vor- 
ba se le determinŭm prin logsin seu logtg. In acest 
cas vom cauta in prima parte a tablelor trigonometrice 
logaritmul care se apropie mai mult de logaritmul dat; 
vom lua arcul correspundiator la acest logaritm, si-1 
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vom reduce in secunde. Fie a acest numer intreg de 
secunde, si a+h. numerul de secunde si fractiuni de se- 
cunda al arcului necunoscut ce corespunde la logarit- 
*90mul dat. Eelatiunile (1)* ne dau: 

log(<z+A)=logsin(a+/z)—logsimz+loga,, ^) 

log(a+h) =logt g(a+h) —logtga-flogtf. ) 

Aci logsin(<z+A) seu logtg(a-f-A) sunt quantitatile da- 
te, log sina seu logtga se afla in prima parte a tablelor 
trigonometrice, si loga in talola de logaritmi a numere- 
lor, Prin urmare lo g(a-\-h) este determinat, precum si 
aj-h, arcul cautat. 

Fie a se determina, spre esseraplu, arcul al carui 
logsin este 3.3325473. 

Prima parte a tablelor trigonometrice ne areta ck 
logsin cel mai apropiat de acesta este 3,3319783, cor- 
respundiator la arcul 0°7'23"=443". Prin urmare, in 
prima din formulele (2) avem: a= 443, logsin(a-j-A)= 
3,3325473, logsinj=3,3319783,sitablelene dau:loga 
log443 =2,6464037. Prima din formulele (2) devine 
dera: 

log(a+A)=3,3325473—3,3319783 
+2,6464037=2,6469727, 
si calculand pe a+h, gasim: a+h= 443",5807= 
0°7'23",5807. Acesta este valorea arcului cautat. 

Assemenea vom gasi: a + h = 0 n 8' 10" ,4995, pentru 
logtg(a+/z)=3,3762143. 

Tot asia se operedia cand se cere a se gasi un arc 
mic, cunoscund logaritmul cotangentei selle; cŭci a- 
cest logaritm este egal si de semn contraidu cu al tan- 
*.)0gentei.* 

Deca inse se <jere a se calcula un arc mic cunoscund 
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logaritmul cosinusului seu, acest calcul nu se pote fa- 
ce cu precisiune. Fie, spre essemplu, a se gasi arcul al 
carui logcos este 1,9999998, Tablele areta ck acest 
logcos corespunde la tote arcele coprinse intre 0°3 0" 
si 0°3 40" ; prin urmare determinarea ce ni se cere nu 
se pote face de cat cu ua nesecurantia de 40". 


www.dacoromanica.ro 



CARTEA II 


TRIGONOMETRIA RECTILINU. 


CAPITTJLUL I. 


Proprietatile trianghiurilor rectilinii. 


Vom continua si de aci inainte a insemna celle trei 
anghiuri alle unui trianghiu cu literele majuscule A, 
B, C, era laturile cu literele minuscule a, b, c, cores- 
pundiatorie la anghiurile opuse. Deca trianghiul este 
dreptanghiu, anghiul drept se va insemna cu litera A 
si hipotenusa cu a. 

TRIANGHIURT DREPTANGHIE. 


96. Teorema I. ln ori-ce trianghiu dreplanghiu,ua 
lature a anghiului drept este egate cu inpotenusa imrriul- 
tita cu sinusul anghiului opus. 



3S T? 


c Relatiunea ce trebue demonstrata este 
b=asinB. 

Din verful anghiului B cu ua radia 
A BD=1 descriem arcul DF, si ducem DE 
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perpendicularia pe BA. Triangĥiurile assemeni BCA 
si BDE dau: 

CA _ BC 
DE BD ’ 


inse CA=&, DE=sinDF=sinB,BC=a, BD=1; prin ur- 
mare relatiunea se reduce la 

b _ 
sinB ’ 

seu b=a sinB. (1) 

C.C.T.D. 

Assemenea vom ave si 

c=«sinC. (1) 

97. Teorema II. In ori-ce trianghiu dreptanghiu ua 
lature a anghiului drept este egale cu ipotenusa immul- 
tita cu cosinusul anghiului allaturat. 

Trebue a demonstra relatia, 

c=«cosB. ^ 

Trianghiurile assemeni BCA si BDE, de mai sus, dau: 
BA BC 
BE~BD’ 

si inlocuind pe BA, BE, BC, BD prin valorile lor, 


seu 


c 

- =a, 

cosB 

c=«cosB (2) 

C.C.T.D. 


Assemenea af!4m si: 

b=acosC (2) 

Observarea I. Relatiunile (1) si (2) se pot deduce u- 
nele din altele. In adever, in ori-ce trianghiu drept- 
anghiuavem: B+C=90°, seu B=90°—C; asia-dera : 
sinB^cosC. Punend acesta valore in (1), dobandim; 
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i=< 2 cosC, 

care este una din relatiile (2). 

Tot assemenea vom deduce si formulele (1) din (2). 
Observarea II. Redicand la patrat formulele: 
£=osinB, 
c=acosB, 

si adunand membru cu membru, obtinem: 

&' 3 +c 2 =a 2 (sin 2 B-rcos 2 B)=a 2 ; 
prin urmare patratul ipotenusei este egal cu suma patra- 
telor ambelor catete, resultat pre care lu cunoscem deja. 

98. Teorema III. ln orirce- ttianghiu dreptanghiu, 
ua lature a anghiului drept este egale cu cea-alta lature 
immultita cu tangenta anghiului opus. 

Relatia ce trebue demonstrata este 


&=ctgB. 

Assemenarea trianghiurilor BCA si BGrF de mai sus 
ne dk : 


de unde 


CA GF 
BA“ BF’ 


seu 


[b 

c 



b=ctgB. 

C.C.T.D. 


( 3 ) 


Assemenea vom avd si 

c=btgC. (3) 

99. Observarea 1, Find-ck: B+C=9.0°, avem: 
B=90°—C, si:C = 90°—B; prin urmare : tgB=cotC, 
si: tgC=cotB, Punend aceste valori in (3), avem: 

£=ccotC,| (4> 

c=&cotB,J 

adeca in un trianghiu dreptanghiu, ua lature a anghiu- 
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lui drept este egale cucea-alta lature immultita cu cotan- 
genta anghiului alaturat. 

100. Observarea II. Relatiunile (3) si (4) se pot de- 
duce din (1) si (2) prin nisce simple impartiri. In ade- 
ver, divisand equatiunile (1) si (2) respectiv una prin 
alta, avem: 


b sinB c sinC 
c cosB’ b cosĈ’ 
seu: b=ctg B, c=btgC; 

si facund divisiunea in sens contrariu, 
c_ ccĥB h cosC 
b sinB* c sinC ’ 
de unde c =ŭcotB, b=ccotC. 


TEIANGHIOBI OKE-CAEI SEU OBLTCANGHIE 


101. Teorema I. In un trianghiu rectiliniu ore-care 
laturile sunt proportionale cu sinusurile anghiurilor opuse. 

Relatiunea ce se cere a. se demon- 
' ' stra este: 

a b c 



sinA sinB sinC 
Din verful C laskm perpendiculara CD pe AB. In 
triAnghiul dreptanghiu ACD, avem* : *96 

CD=AC sinA, seu: CD^fc sinA. 

In CDB avem assemenea 

CD—CB sinB, seu : CD^a sinB. 

Comparand aceste doue equatiuni vedem cA: 
asinB=&sinA, 

si divisand amhii membri cu sinA sinB, 

a _ b 
sinA sinB 
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Vom demonstra assemdnea ck 
b c 


sinB sinC 

Pntem dera scrie sirul de raporturi egale: 
a __ b __ c 
sinA sinB sinC 

C.C.T.D. 


(1) 


Se vedem decaaceste relatiuni subsista si candtrian- 
ghiul are un anghiu A obtus. In acest cas, din trian- 
ghiul CDB, avem : 

CD=CBsinB, seu: CD=fl sinB; 
din CDA asem assemenea : 

CD=CA sinCAD, 
seu: CD=£sin(180°—A), 

B si fiind-ck sin(180°—A)=sinA% 
QD=b sinA: 



asia-dera 


de unde 


flsinB-AsinA, 


sinA sinB 

Prin urmare relatiunile (1) sunt generale. 

102. Teorema II. In un trianghiu rectiliniu ore-ca- 
re, patratul unei laturi este egal cu suma patratelor ce- 
lor-alte doue laturi, minus de doue ori produsul acelor 
laturi prin cosinusul anghiului coprins intre elle. 
c 

Scim din geometria ca patratul 
laturei opuse la un anghiu ascutit 
este egal cu sumapatratelor cellor- 
alte doue laturi, minus de doue ori 
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produsul uneia din elle prin projectia cellei de a doua 
pe cea d’antaiu; ceea ce se esprime prin equatiunea: 
ĈB 2 =AĈ 2 -j-AB 2 —2ABXAD. 

Inse CB=a, AC —b, AB=c, si in trianghiul dreptan- 
ghiu CDA avem : 

AD=AC cosA; asia-dera relatia de sus devine: 

a 2 =b 2 -{-c 2 —21 c cosA 


c 



Deca laturea considerata se opune 
la un anghiu ohtus, relatiunea geo- 
metrica este: 

ĈB 2 =ĈA 2 -f AB 2 +2ABXDA. 

Inse in trianghiul dreptanghiu CDA 


avem : 

DA=CA cosCAD=£> cos(180°—A)= — £cosA*; *26 

punend in equatie acesta valore, si inlocuind pe CB, 

CA, AB, cu a, b, c, avem :• 

✓ 

d 2 =£ 2 -|-c 2 — 2bccosk, 


care este identica cu equatiunea gasita deja. 

Tot ast-fel vom gassi si espressiunea valorii lui 
b 2j r si c*. Ohtinem ast-fel celle trei equatiuni urmatore : 


a 2 =b 2 -\-c 2 — 2bc cosA 
b 2 =a 2j rc 2 ~ 2ac cosB, 
c 2 —a 2j rb 2 —2ab cosC. 


( 2 ) 




103. Teoremalll. ln ori-ce trianghiu rectiliniuore- 
care ufrJature este egale cu suma celor-alte doue, immul- 
tite fie-cartrespectiv cu cosinusul anghiului ce acesta la- 
ture face cu lalurea considerata. 
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V 


V 

\ c ^A 




Dupe figura avem: 

c=AD+DB. 

Inse in ACD, 

AI)=£cosA, 

si in CDB, 

DB=a cosB. 

Punend aceste valori in equatia de sus, 
c=acosB+£cosA. 

C.C.T.D. 

Deca trianghiul este obtusangliiu, 
avem: 

c=DB—DA, 
si fiind-ck , 

B DB=acosB, siDA=£ cos(180°—A), 
avem: / 

c=acosB — &cos(18 0°—A); 
inse cos(180°—A)= —cosA; prin urmare 
c=acosB+£cosA, 

Facund assemenea pentru celle-alte laturi, vom gasi 
valori analoge ; avem deracele trei equatiuni urmatore : 
a=£cosC+ccosB, 

^=acosC + ccosA, (3) 

c=acosB+£cosA. 

104. Sistemele de equat,iuni (1), (2) si (3) sepot de- 
duce unele din altele. 

Pentru a deduce equatiunile (3) din (2), adunkmpri- 
mele doue equatiuni (2); avem : 

a 2 -hb i =b*-i-2c ,! —26ccosA+a 2 — 2accosB, 
si facund tote reducerile, 

c=acosB -fi&cosA, 
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care este una din equatiunile (3). Tot assemenea vom 
obtine si pe celle-alte doue. 

Pentru a deduce din (3) equatiunile (2), immultim 
pe prima equatiune din (3) cu a , pe a doua c.u b , p ea 
treia cu—c, si le adun&m: 

a 1J rb' 1 —c 2 —a^cosG+accosB+a&cosC 
+£ccosA—accosB — £ccosA, 
si facund tote reducerile, 


c 2 =a 2 +b 2 —2fl£cosC, 


care este una din equatiunile (2). Celle alte doue se ob- 
tin assemenea. 

Din acestea resulta ck sistemele de equatiuni (2) si 
(3) se pot deduce unele din altele; prin urmare sunt e- 
quivalente. 

Se demonstrkm acum ck sistemele (2) si (3) se pot 
deduce din equatiunile fundamentale 


(a) 

(P) 


A+B+C=180°, 


a b c 


sinA sinB sinC 


Relatiunea (a) dk: 


C=180°—(A+B) 


de unde 

sinC=sin(A+B)=sinA cosB + sinB cosA. (c) 

Decd insemnkm cu m valorea raportului constant 


a b c 


sinA sinB sinC’ 


vom av4 : 


sinA 


a 



de unde 
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—— sinA,—=sinB, —= sinC. 
m m m 

Punend aceste valori in (c) si facund reducerile, 
c=acosB-f-£cosA, 
care este una din equatiunile (3). 

Se scotem relatiunea (b) din (2). Prima din aceste 
equatiuni dk: 

b 2 +c* — a 2 


cosA=- 


2 bc 


si ridicand la patrat, 

3A & 4 +c 4 +a 4 -j-2&V-2a 8 Z> 8 -2a 8 c* 
cos A =-- : 

scadiend acesta equatiune din 1=1 si reducund, 
2b 2 <?+2a i b 2 + a K — b K — c 4 


1 — cos 2 A= sin 2 A=- 


4 b 2 c 2 


divisand ambii membri cu a 2 , 

sin 2 A _ 2bV+2a 2 b 2 + 2aV— a 4 - b 4 — c 4 
a 2 ~ 4 a 2 b 2 c 2 

Deca din a doua equatiune (2) vom scote valorea lui 

sin 8 B ... . , . sin 2 C ... 

—— si din a treia pe a lui—-—■, vom ffasi tot aceasi 
b 2 c 8 

, . sin 2 A 

valore ca si pentru --— ; prm urmare, 

sin 8 A sin 2 B sin 8 C 


a 2 b 2 


„2 * 


si estragund radecina patrata, 

sinA sinB sinC 

a b c ’ 
cari sunt cbiar equatiunile (1). 

Asia-dera celle trei sisteme de equatiuni (1), (2), (3) 
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se pot deduce unele din altele; prin urmare elle sunt 
equivalente. Tot assemenea si equatiunea 
A+B+C=180° 

se pote deduce din acelle trei sisteme de equatiuni. Pen- 
tru acesta, insemnand erasi cu m raportul constant al 
laturei catre sinusul anghiului opus, avem: 

ŝinAT =m ’~ŝinB =W ’ sinC = 

din cari: 

<2=wsinA, £=rasinB, c=msinC, 
si punend aceste valori in una din equatiunile (3), spre 
Cssemplu in cea d’antaiu, si impartind cu w, avem: 

sinA=sinBcosC+sinC cosB, 
seu 

sinA=sin(B+C); 

deci, fiind-ck arcele A si B+C au acellasiu sinus cu a- 
cellasiu semn, trebue se avem : 

A=B+C, seu; A=180°—(B+C). 

Prima hipotese nu se pote admite, cŭci, cum n’am 
facut noi pene acum nici ua supositiune asupra valorii 
relative a anghiurilor A, B, C, anghiul A s’ar put4 se 
fie si cel mai mic din tote, si atunci equatiunea 

A=B+C 

ar fi ahsurda. Vom admite dera numai pe a doua 
A=l80 n —(B+C), seu: A+B+C=180°, 
care este chiar equatiunea (a) din formulele funda- 
mentale.) 

ANGHIUKI IN FUNCTIUNE DE LATURI. 

105. Din equatiunile fundamentale 
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sinA sinB sinC’ 
deducem, dupe teoria proportiilor: 

a-\-b _ c 

sinA-f sinB sinC ’ 
si scamband internii, 

a+b sinA+sinB 


c sinC 

Assemenea avem si: 

a — b _ sinA—sinB 
c sinC 

Inlocuind pe sinA + sinB si pe sinA — sinB cu va- 
lorile lor calculabile prin logaritmi, si pe sinC cu 
C o 

2sin —cos—, obtinem: 

2 2 

0 . "A+B A-B 
, , 2sm——cos—-— 
a+b 2 2 

Ĉ7~Ĉ Ĉ 

2sm—cos— 

2 2 

0 . A—B A-f-B 

2sm-cos- 

a — b 2 2 

~7T~ T7~ĉ Ĉ ‘ 

2sm—cos— 

2 2 


Inse din 
deducem: 


prm urmare 


A+B+C=180°, 

A+B _gQQ__C_ . 

2 2 ’ 

A+B 


. A+B C 

sm——=coSy, cos ^ 


-=sm- 


C 
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Reducund dera dupe aceste formule factorii comuni 
de la numeratorul si de la numitorul equatiunilor de 
mai sus. remŭne: 


A—B . A—B 

cos—-— , sm—-— 

a+b 2 a—b 2 

~> —"—^— 


. -C 
sm— 
2 


cos 


c 


Prin ua simpla permutare de litere vom obtine alte 
patru equatiuni analoge cu acestea. Sistemul intrfeg se 
compune dĉra din urmatorele sesse equatiuni, tote cal- 
culabile prin logaritmi, si coprindiend fie-care cate 
sesse elementele trianghiului 


A—B 

, , COS^.- 

a+b 2 


- 

C 

. C 

sm— 

2 

a+c 

A—C 

cos-- 

2 

b ~ 

. B ’ 

sm- 

b+c 

n B —C 

cos- 

2 

a 

. A ’ 

sm— 

2 


. A—B 
, sm—-— 
a — b 2 


( 1 ) 


c 

'C ' 

cos- 

a—c 

. A—C 

sin- 

2 

b ~ 

B 

cos- 

2 


. B—C 

Hin 

b —c 

2 

a 

A 

cos-^ 

2 


( 2 ). 


Divisand respectiv equatiunile (2) prin (1) avem: 

_C 

2 a—b 
C ~ a+b ’ 


seu 


. A—B . C 
sin—-— sm — 

2 2 a—b 

A^B 

cos—-— cos „ 

2 2 

A-B a-b + C 

tg— 2~"o+? COt T 
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Operand assemenea vom gassi inca doue relatiuni; 
asia-ck, vom avĉ ua noua sistema de equatiuni calcula- 
bile prin logaritmi, cari coprind fie-care cate doue la- 
turi si tote anghiurile : 


. A—B a-b G 

tg--——- cot—, 

s 2 a+b , 2 

oJ> tg^+.^Lfcotl-, 

6 2 a+c 2 ’ 

B—C b — c , A 
s 2 b-tc 2 
106 . Relatiunca 

a 2 —b 2 -f-c 2 — 2bccosA., 
b 2 +c 2 — a 2 


(3) 


da: 


»44 Inse avem*: 


cosA= 


2bc 


In A 


siu 




—cosA A 

~2 ' C0S T 




1+cosA 


2 V 2 2 V 2 

Punend in aceste equatiuni in loc de cosA valorea 
sea, vom avd: 

tf+d^ĉf 

2 bc 



2 bc-b 2 -c 2 +a 2 


Abc. 


■V 




4 bc 


V- 


'—{b—cf 


Uc 


V- 


(gjf -b—c)(a —ft-fc) 
4&c 



1 ,b 2 +c 2 — u 2 

+ 2bc _ ^Ĵ2bc+b 2 + r 2 — g 2 


4bc 
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(a+b+c) (b+c^a) 


4 bc 


ibc 

Pentru inlesnire punem: 

2 p=a+£-f-c; 

scadiend pe rand din ambiimembri 2 a, 2 b, 2 c, vom ave: 
2 (p—a)~bj-c — a, 2 (p — b)=a+c—b, 2(p~c)—a+b^-Cj 
si substituind tote acestĉ vaTorf in equatiu'nile de mai 
sus, 

Ŭp—b) J (p — b)(p — c) 

V bc 


A 


sin—= \ / 


cos- 


-«) 


2 V 4ic V ĥc 

equatiuni cari dau sinusul si cosinusul jumetatii unui 
angbiu in functiune de laturile triangbiului. Facund 
assemenea si pentru celle-alte doue angbiuri, obtinem 
celle doue sisteme de equatiuni urmatore: 


sm- 


(p—b )(p—c) 
bc 

B __ l(p a)(p—c) 


. A 
sm—= 
2 


sm- 


2 

C 


ac 


0 V—a)(p—b ) 

ab 


A 

! 

2 \ 

bc 

(4) cos 5- =\ 

jvip—b) 

2 \ 

' ac 

C t 
cos— =\ 

1 

2 \ 

ab 




Deca dividem fie-care equatiune din sistema (4) prin 
equatiunea correspondenta din sistema (5), obtinem un 
nou sistem de formule : 

> 


t A J(p—b)(p-c) 

tg T-V 


. B 
tg T 


tg 


c 


'P&—a) 

(p — a)(p—cĵ 
p(p — b) 
j (p—a)(p—b) 
V p(p—c) 


(6) 
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In tote formulele (4), (5), (6), trebue se lukm pentru 
radical semnul +; cŭci anghiurile trianghiului fiind tote 
mai mici de c&t 180°, jumetatile lor vor fi mai mici de 
90°, si prin urmare liniile lor trigonometrice vor fi po- 
sitive. 


__SUPEAPATIA TEIANGHIULUI. 

107. Se scie cii suprafatia unui trianghiu este Cgale 
cu jumetatea produsului hasei prin inaltimea sea. Ast- 
fel, in trianghiul ABC, 

suprafatia s= 2 ABXCD. = icXCD. 
Inse in trianghiul dreptanghiu ACD 
avem: 

CD=ACsinA=AsinA. 

Prin urmare 5 _ ^sinA (1) 



equatiune care dk suprafatia trianghiului in functiune 
de doue laturi st anghiul coprins intre elle. 

Deca trianghiul este obtusanghiu, avem inca: 

CD = CA sinCAD = b sin(180°—A) 
=&sinA, 

valore pe care punend-o in 
s^ic^CD, 

B obtinem: 

fccsinA 



Prin urmare equatiunCa (1) este generale. 
108. Din relatiunCa 


b __ c 
sinB sinC ; 

scotem: &sinC 
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pe care punend-o in (1) avem: 

5 _£ 2 sinAsinC 
* 2sinB ’ 

si fiind-c^i 

B=*180°-(A+C), 

^ £ 2 sinAsinC (2) 

2sin(A+C)’ 

equatiune care dk 5 uprafatia \triangh iului in functiune de 
ua lature si celle doue anghiuri alaturate. 

109. Deca in 


sinA=2sin— cos— 

2 2 

A . A 

inlocuim pe sin— si cos — prin valorile lor date prin 

u u 


equatiunile (4) si (5)*, avem: 


sinA=2 ^— & )(P- C ) ^/P(P— fl ) 


a 2 ^p(p—a){j?-b)(v-c) 

* bc 

Punend acesta valore a lui sinA in (1) si facund re- 
ducerile, obtinem equatiunea: 

s =fp{p — a)[p—b){p—c), 

equatiune care dk suprafatia trianghiului in functiune 
de celle trei laturi alle selle. 

~dE$semple. 1°. Se calculkm suprafatia unui triunghiu in 

care cunoscem: 6=234 m ,504:c=203 m ,17; A=41°43'56",8. 

— 1 - M 

Dupe (1) avem: 

234 m ,504X203 m ,17Xsin41°43'56",8 

5---j 


de undc: 
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Iogs = log234 m ,504-f-log203”17 
-j- logsin41 0 43'56" ,8—log2 

= 2,3701502 + 2,3078596+1,8232479- 0,3010300 

= 4,2002277; 
prin urmare 

5=l5857 rap ,244. 

2° Se calcul&m suprafatia unui trianghiu in care se 
cunosce: £ =234 ra ,504; A=41°43'56'',8; C-58°29'48",6. 

Dupe formula (2) avĉm : 
Iogs=21og234 m 504+logsin4l°43'56",8 . 

+logsin58°29'48",6 — log2 — logsinl 00°13'45'' ,4. 
=4,7403004+ 1,8232479 + 1,9307511-0,3010300 
—1,9930414=4,2002280, 
adeca 

s=15857 rap ,255. 

3°. Se se afle suprafatia unui trianghiu in care se cu- 
nosce: a=158 m ,62; £=234+504; c=203 m ,l7. 

Formula (3) dk: 

Iogr _ Io gP+ Ip g(P ~~ ^)+i°g(p—ft)+logQ ~ c) 

Inse in casul de fatia avem: p = 298+147; p — a— 

139+527;^—£=63 m ,643 ]p — c— 94 m ,977. Prinurmare 

. 2,4744304+2,1446583+1,8037506 + 1,9776184 

logs=-!--- 

=4,2002288, 

Beu 

s=15857 rap ,284. 

110. In assemenea mod se pote gasi espressiunea 
suprafetiei unui patrulater ore-care ABCD, in functiu- 
ne de diagonalele selle AC si BD sideanghiul a cefac 
elle una cu alta. Avem: 
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ABCD =» AOB+BOC+COD+DOA. . 


A 



Inse in celle patru trianghiuri, 
considerand si ck: sin(180°—o)~ 
sin o, avem : 


o 


AOB= 2 AOX OBsino, 
BOC= iOBX OCsino, 
COD=iOCX ODsina. 
DOA=iODxAOsino, 


D 


si adunand, 

ABCD=i sin«(AO XOB+OBXOC+OCXOD+ODXAO) 

=j sin # {AO(OB+OD)+OC(OB+OD)j 
=1 sin«(AOXBD+OCXBD) 

- jsin«XBD(AO-f-OC) 

=i ACXBDsin «; 

adeca suprafatia unui patrulater ore-care este egale cu 
jumetatea produsului diagonalelor prin sinusul anghiulut 
ce fac elle una cu alta. 

Essemplu. Date: AC - 117 m ,13; BD = 98 m ,56; 
«=63°14'36",3. 

Necunoscuta : ABCD=5154 mp ,124. 

111. Immultind una cu alta formulele (4)*, avem : *106 



Inse din (3)* scotem: 


seu : 


Punend acfesta valore in equatiune, remane : 


s 2 =p(p — a) (p— b) (p — c), 
(p—a ) (p — b)(p — c)=—. 


(a) 



www.dacoromanica.ro 







120 


CURS DE TRIGONOMETRIA 


Deca immultim una cu alta si relatiunile (5)*, ob- 
tinem : 


seu 


cosicosicoa ° J.Ipb-A k r»fc=£>, 

222 abc 


A B C ps 
cos—cos— cos— 

222 abc 


«106 In fine, facund produsul relatiunilor (6)% avem: 

t g A tg 0 - (p—g)(p—c) 

2 2 2 p^p(p — a)(p — b)(p—c) 

si inlocuind numeratorul si radicalul de la numitor prin 
valorile lor date de equatiunile (a) si (3) precedente, 

, A , B , C 5 

* *gTtg-2‘g 

EADIA CEECULUI CIECUMSCBIS. 

112 . Fia trianghiul ABC la care circumscriem un 
cerc, a carii radia o insemnkm cu R. Ducem diametrul 
CD=2R, si unim D cu B. 

v c Anghiul CBD este drept, c&ci este in- 

scris in ua semi circumferentia, si prin ur- 
mare trianghiul dreptanghiu CBD dk : 

'* CB=CDsinD; 

inse CB=d, CD=2R, D=A; formula dera 



se va screi: 


de unde 


u=2KsinA, 


2sinA ’ 

si immultind amhii termeni ai fractiunei cu bc , 

abc 


R= 

*I07 Inse dupe formula (1)*, 


2 £csinA ’ 
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tasinA 


=S, 


de unde 
asia-dera 


R= 


2£csinA=4s ; 
abc abc 



4 \!p(p — a)(p—b)(p — () 

Essemplu. Date: a=158 m ,62; 6=234+504; c=203 m ,17. 
Necunoscuta: R=119 m ,1458. 

RADIA CERCOLUI INSCRIS. 

113. Fia trianghiul ABC. Pentru a construi cercul 
inscris, dupe cum scim, ducem bissectritiele celor trei 
c anghiuri, cari se intalnesc tote in un 

punct 0, centrul cerculni inscris; de- 
ca din acest punct laskm perpendi 

_^. B cularele OD, OE, OF pe laturile trian- 

ghiului, aceste perpendicularie sunt 
radiele cercului inscris. Cunoscund dera centrul si lun- 
gimea radiei cercului inscris, va fi lesne a descrie a- 
cel cerc. 

Se gassim ua espressiune a acestei radie, r. Dupe 
figura, 

ABC==AOB+BOC+®©A ; 

inse 

AOB=ŝAB XOF=ĵi r, 

1 BOC—zCB X0D=2ur, 

COA=iACXOE=^r; 

si adunand aceste trei egalitati membru cu membru, 
ABC =\r{a-\-b+c)] 
si punend ABC=s, a-\-b-\-c=-=2p, 

www.dacoromanica.ro 









122 


CURS DE TRIGONOMETRIA 


s~pr, 


seu 


P 


Deca substituim in locul lui s valorea sea 


Vp(p — a) (p—b) (p- —c) 


si reducem, avem: 



’ P 

Essemplu. Date: a=158 m ,62; 6=234 m ,504; c—203 ra ,17. 


Necunoscuta: r=“53 m ,1861. 

EaDIELB ceecoeiloe bxinsceise. 

114. Cerc exinscris la un trianghiu se numesce un 
cerc tangent la ua lature a trianghiului si la prelungi- 
rea cellor-alte doue. 

Pentru a construi eercul exinscris la ualatureBC=fl 


a trianghiului, ducem bis- 
sectritiele BO si CO alle an- 
ghiurilor esteriore CBD si 
BCF; intersectiunea lor 0 


A 



v? este centrul cercului cautat; 
din acest punct lasand per- 
\ pendicularele OD, OE, OF 
pe Iaturea BC si pre prelun- 
girile cellor-alte doue, ace- 


ste perpendiculare vor fi egale cu radia cautata <* a cer 


cului ĉxinscris la laturea a. 

Pentru a gasi ua espressiune a acestei radie, obser- 
vkm cft 


ABC=4BQ+AC0BCO; 

si deca in trianghiurile ABO, ACO, BCO, considerkm 
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rospectiv ca base pĉ AB=c, AC=i, BC=tf, si ca inaltimi 
pe OD—OF=OE=«, avem : 

$=ic«+s&«—«(i>-hc—a)= «(p —a), 

de unde 


p—a 


punend in loc de s valorea sea si reducund, 

\/ p ( p—b)(p—c) 

“ ' p—a 

In assemenea mod vom gasi si espressiunea radielor 
cercurilor exinscrise la laturile b si c: 


^f pip—aOJp—c) 
* p—b 

'kJ p(p—a)(p — b) 
T ' p ■—c 

115. Formulĉle (6)* dau : 

" A 

2 ' p“\p—a) p 

de unde 


p-*a 


tg - Ejj ( F~ C )_ iy p(p —b) (p—c) , 

y p(p —b) (p ~c) _ 


^tg- 


p—a ~ ~2 ’ 
si punend acesta valore in equatiunea care d5, pe «, 
avem: 

A 


Assemenea 


•—ftg- 

0 , B 

N/rtgy, 


r=^tg 


C 


Essemple. l 0 .Date:a=158 m ,62;&=234 m ,504;c=20B m ,17. 


www.dacoromanica.ro 
















124 


CURS DE TRISONOMETRIA 


Necunoscute : «=113 m ,6503; p=249 m ,1600; 
Y =166 m 9592. 


2°. Date: p=482 m ,356; A=52 0 16'35",4;B=76 0 25'57''4; 


C=51°17'27",2. 

Necunoscute : «=236 m ,7031; p=379 m ,7990; 
Y=231 m ,5768. 

116. Din formulele cari dau pe K,r,a,p,v, se pot de- 
duce mai multe altele, cari de si nu au ver-ua impor- 
tantia prin elle ensasi, pot inse servi ca verificatiuni. 
Eca c&te-va din acelle formule : 

1 ° Facund inversa equatiunilor 

s s . s s 


r=— 


p—a 


p—b ’ 


p-c 


se obtine : 


1 _p 1 _p—a 1 _p—b 1 _ p—c 
r s ’ “ s’P s t s 
Adunand jDe celle trei din urma din aceste equatiuni, 
avem : 

1 1 . *! _ p—a+p—b+p—c ^_ Zp—{a+b-Yc) _p 

«■ P ' Y S S S’ 


seu: 


« + P ' y r 

. 2°. Immultind intre elle formulele : 




-, p = - Y =-, 

p—a p—b p—c 


obtinem: 


r<4y. 


de unde 


P(p —<*) (p-b) {p—<c) s 

s=V r«?Y- 


2 

_ — 

2 — A > 


(i) 

(a) 


( 2 ) 
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3°. Adunand una cu alta pe celle trei din urma din 
formulele (a) si scadiĉnd pe cea d’antaiu, avem: 

s s s s 


a +P+r—r=- 


p—a 


+ 


- P-b p—c p 
P(p-iyp\c)+p(p-a)(p\ r c)+p(p-a) (p-b)~(p^a)(p-b) ( p-c) 

p(p - a)(p—b)(p - c) 

“ y{^-~ c ) iip-b) + (p-a)) + (p-^a) (p-b) [p(p-c)\ j. 
Inse- 

p— b+p — a=2p — (a+b)=Cj 
p—(p—c)*=c ; 

prin urmare 

a +P+y-r== i-J p(p—c)+(p — a)(p—6 )J f 

_c((a+l)+c (a+b)—c c+(b — a) c—(b—a)\ 
s 1 2 2 + 2 2 I 

c\(a+bf — c 2 c 2 — (b — af) 


c „, . abc 
= _ x 4«S-_. 

Inse avem: 




abc 

4ĵ 


asia-dera : 

«+PH—r=4R. (3) 

117. In cas cand triangĥiul estĉ dreptangliiu, putem 
obtine alte formule, sciind ck in casul acesta 


a 2 =b 2 +c\ 5=^. 

1°. Immultind una cu alta equatiunile 


(A) 
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r __A / (p—a) (p—k) ( p-c) \ /p(p -b)(j>—c) 

V p ’ V p—a 

avem : 

r ,„A Ĵ P(P—*) {p-bf{p-cf 
V p(p — a) 

/_ —b a+b— c, 

= (p-b)(p-c)=^_ -_— ; 

effectuand produaele si facund tote reducerile, avend 
in vedere si ecjuatiunile (A), obtinem : 

Assemenea vom av4 : 

er ,yJpS E+E+> ĴE ĴĴLpo,-^,. 

V t» — Suc-c) 


(p—b)(p—c) 

Prin urmare 

2°. Scadiend una din alta equatiunile 


( 4 ) 


vom av4 : 


s s 

«--, r=— 

p-a p 


« r= 


p —a p 
v - (p-a) 


P—* 
sa 


p(p—a) p{p — a) 

V | r . 

. Punend in loc de p valorea sea -sifacundto- 

te reducerile possibile, avend in vedere relatiunile (A), 
ajungem la: 

<* — r-a. 

Adunand intre densele equatiunile 
s s 


p-b’ 


r— 


p — c 
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avem : 




=s 


1 


p-b p—c 
p — b+p—c 


sa 


(p-b)(p-c) ( p—b)(p—cy 

si facund reducerile, 


Asia-dera 

«—r •=£+/. (5) 

Essemple. 1°. Verificand prin formula (3)* valorile*U6 
gasite mai sus: 

R=119 m ,1458; r=53 m ,1861; «=113 m ,6503; 
p=249 m ,1600; y=166 m ; 9592, 
gassim numai differentia 0 m ^0002, care provine din mi- 
cile quantitati cari se neglig tot-de-una in calculele lo- 
garitmice. 

2°. Acelleasi valori, verificate prin formula 

s=V r*^Y. 

nu dau nici ua diferentia de valorea lui s gasita la es- 
semplul 3°*. *io9 

3°. In un trianghiu dreptanghiu in care avem: 
a=302 m 752; &=185 m ,12l; c=239 m ,56, s’a gasit pen- 
tru valorea radielor cercurilor inscris si 6xinscrise va- 
lorile urmatore : 

r=60 m ,9645; «=363 m ,7l65; P==124 m ,1565; 
r =178 m ,5955. 

Aceste valori, verificate prin amhele relatiuni: 

«—r=p+y, si: *r=iP y. 
nu dau nici ua differentia. 
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Trianghiurile dreptanghie. 

118. La resolutiunea trianghiurilor dreptanghie se 
presenta patru casuri: 1°. Cand se dk hipotenusa si un 
anghiu ascutit, si se cer celle doue laturi alle anghiu- 
lui drept si cel-alt anghiu ascutit. 2°. Cand se dh hipo- 
tenusa si ua lature a anghiului drept, si se cere cea-alta 
lature si celle doue anghiuri ascutite. 3°. Cand se dk 
ua lature a anghiului drept si un anghiu ascutit, si se 
cere cea-alta lature a anghiului drept, hipotenusa si cel- 
alt anghiu ascutit. 4^ Cand se dau celle doue laturi 
alle anghiului drept, si se cere hipotenusa si celle doue 
anghiuri ascutite. 

119. Oasul I. Dandu-se hipotenusa a si anghiul as- 
cutit B al unui trianghiu dreptanghiu, se se calculedie 
celle doue laturi, b si c alle anghiului drept, si anghiul 
ascutit C. 

Vora determina anghiul C prin relatiunea cunoscuta 
din geometria: 
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B+C-90 0 , din care: C=90°—B. 

Laturile b si c se vor determina prin formulele cu- 
noscute*: 

b—a sinB, c—a sinC. 

120. CaSTll II. Se resolvem un trianghiu dreptan- 
ghiu in care se cunosce hipotenusa a si ua lature b a an- 
ghiului drept. 

Elementele necunoscute sunt c, B, C. Pentru a le 
determina avem formulele: 


b=a sinB, b=a cosC, 
din cari deducem: 


sinB=cosC=—, 


a 

cari dau valorea lui B si C. Pentru a afla pe c, intre- 
buintikm relatiunea: 


c 2 =a 2 — b 2 , 

din care 

c 2 =(a-j-b) ( a—b ), seu: c=^(a+b)(a — b). 

121. Anghiul C, dupe acesta metoda, se determina 
prin^osinusul seu; inse cand b difera prea putin de a, 

cea ce se intempla forte adesea, quantitatea— diferind 

a 

si ea putin de 1, anghiul C este mic; si fiind-ck scim* 
ck anghiurile mici se determina reu prin cosinusul lor, 
ĉquatiunea precedenta nu ne va dape C cu destulapre- 
cisiune. In acest cas calculkm mai antaiu pe c ? si atunci 
formula 


ne dk: 


c=ŭtgC 

tgC 'T’ 


si anghiul C ? determinat acum prin tangenta sea, va fi 
calculat cu mai multa esactitatĉ, 
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Putem inca intrebuintia, pentru calculul lui C, si for- 
*44 m ula urmatore cunoscuta*: 

1 c °aC ■ 

2 V i-f C0S c ’ 

in care, punend in loc de cosC valorea sea—,, si im- 

a 

multind ambii termeni ai fractiunei cu a, obtinem: 

, C -i !a—b 

*T - Vi+y 

Calculul facundu-se prin logaritmi, acesta din urma 
formula are avantagiul ck coprinde numai logaritmii 
lui a — b si aj-b, cari intra si in valorea lui c. 


122. Oasul III. In un Irianghiu dreptanghiu cunos- 
cund laturea b a anghiului drept si anghiul ascutit B_, se 
se calculedie hipotenusa a, laturea c si anghiul C. 

Anghiul C se determina direct prin formula: 
C-90°—B; 

*96,loo era a si c se vor afla prin formulele sciute*: 

a=-&-, c=b cotB. 
sinB 

123. Casul IY. Dandu se celle doue laturi b si c alle 
anghiului drept, se se calculedie hipotenusa a si anghiurile 
ascutite B si C. 

Determiniim mai antaiu anghiurile B si C prin for- 
formulele 

b—ctgB, b-c cotC, 

din cari 

tgB=cotC=—. ^ 

c 

Hipotenusa se determina in urma prin ver-una din 
formulele: 


de unde 


b—a sinB ; c=a cosB, 
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a— b a— c 
sinB’ cosB 

Observare. Am fi putut calcula pe a dedreptul prin 
<z 2 -£ 2 +c 2 . 


Inse acesta formula nu este calculabile' prin logarit- 
mi. Pentru a o face calculabile prin logaritmi, vom pu- 
ne pe c 2 ca factor comun, si atunci 





Punem 

. b .. 

—=tg?; 
c 

(*) 

r 

atunci 



a 2 =c 2 (l + tg%)=c 8 ( 

^ sin 2 ? \ c2 cos 2 ?+sin 2 ? 

c 2 

^ cos 2 ?) cos 2 ? 

cos 2 ? ’ 

de unde 

a c 



) 

cos ? 


formula calculabile prin logaritmi care ne-ar da pe a. 
Inse pentru acesta trebue se cunoscem pe ?, si deca 
comparkm formula (a) cu (b), vedem ck 

tgB=tg?=—, 
c 

adeca B=?, 

Prin urmare, chiar dupe metoda, determinarea lui a 
depende tot de calculul lui B. 

VERIFICATIUNI 

124. Pentru a fi securi de resultatele obtinute prin 
calculele ce am espus, trebue se avem medie de a le ve- 
rifica. 

Mediele celle mai ordinarie pentru a face aceste ve- 
rificatiuni constau intru a calcula pe untd din elemen- 
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tele date cu ajutorul elementelor calculate. Deca va- 
lorea aflata ast fel nu difera de c&t prea putin de valo- 
rea data, calculul este esact. Spre essemplu, deca am 
calculat pe a, c, C, dandu-ni se b, B, cu valorile gasite 
prin calcul pentru a si c vom calcula pe b prin formula 

6=V(fl+c)(a—c), 

si deca valorea aflata nu va diferi mult de valorea data 
a lui b, calculul va fi esact. 

ESSEMPLE. 

Casul 14 

Date Formule 

a= 5836 m ,43; C=90°—B, 

B=54°14'28",6. b=a sinB, 

c—a cosB. 


Calculul lui C. 
90° 

B=54°14'28",6 

Calcutul lui b. 
loga=3,7661473 
logsinB=l,9092805 

Calculul lui c. 
loga=3,7661473 
logcosB=l,7666903 

c=35°45'3r,4. 

log&=3,6754278 
6=4736 m ,1758. 

Casul II. 

logc=3,5328376 

c=3410 m ,6535. 

‘Date " 

Formule 

Necunoscute. 

a=bU m ,3b, 

sinB=cosC=~, 

B=41°58'6",41, 

£=384 m ,08. 

a 

c^i{a~b) ( a—b ). 

C=48°l'53",59, 

c=427 m ,0368. 
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Calculul lui B si C. 

log&=2,5844217 
_— log^^OS^B^ 1 ) 

logsinB=logcosC=1,8252451 
B=41°58 6*,41, 
C=48 o r53",59. 


Calculul lui c. 
log(<*+£)=2,9815604 
log(g-^)=2,2793703, 
21ogc=5,2609307 
logc=2,6304654 
c=427 m ,0368. 


VEEIFICAEE 



log(a—6)=2,2793703 
—log(a+fc)=3,0184396 


21ogtg-^-=l,2978099 

u 

logtg-^-=l,6489050. 

U 

C=48°l'53",62(diff.0",03.) 



Casul III. 


• Date 

Formule 

Necunoscute 

£=7536 m ,14, 

C=90°—B, 

C=33°35'46",3, 

B=56°24'13",7. 

b 

n 

a=9047 m ,4437, 


sinB ’ 
c=b cotB. 

c=5006 m ,2896. 


Calculul lui C. 
90° 

B=56°24' 13",7. 
C=33°35'46",3. 


1). Se acie din algebra c4, in loc de a scade nn logaritm din altul, pntem a- 
daogi acestui din nrina complementul celui d’antaiu, adeca diferentia intre acel 
logaritm si 0. Acesta s’a facut aci, si in tote essemplele subseqnente unde au 
fost a se scad4 logaritmi. 
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Calculul lui a. 
log£=3,8771490 
— logsinB=0,0793769 
loga=3,9565259 
<i=9047 m ,4437 


Calculul lui c. 
log&=3,8771490 
logcotB=l,8223670 
logc=3,6995160 
c=5006 m ,2896. 


Casnl IT. 


Date Formule Necunoscute. 


b= 2236 ra ,34, 
c=3814 m , 51. 


tgB=cotC=-, 

b 

a =-—. 
sinB 


B=30°22'54* *,85, 

C=59°37'5",15, 

a=4421 m ,7306. 


Calculul lui B si C. 

log&=3,3495379 
—logc=4,4185613 

logtgB=logcotC =1,7680992 
B=30°22'54",85, 
C=59°37'5",15. 


Calculul lui a. 
log£=3,3495379 
—log sin B =0,2960544 
ioga=3,6455923' 

’ tf=4421 m ,7306 


EESOLUTIUNEA TRIANGHIURILOR ORE-CARI SEU 
OBLIGANGHIE. 

• 

125. La resolutiunea unui triangliiu oblicanghiu se 
pot presinta patru casuri: 1°. Cand se d& ua lature si doue 
anghiuri, si se cer celle-alte douelaturi si al treilea an- 
ghiu. 2°. Cand se dk doue laturi si anghiul coprins in- 
tre elle, si se cere a treia.lature si celle-alte doue an- 
ghiuri. 3°. Cand se dti doue laturi si anghiul opus la una 
^fn elle, si se cere a treia lature si celle alte doue an- 
ghiuri. 4°. Cand se dau celle trei laturi si se cer celle 
trei anghiuri. 

126. Casul I. In un trianghiu ore care dandu-se la- 
turea a si anghiurile B si C, se se determine al treilea 
anghiu A si laturile b si c, precum si suprafatia s. 
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Anghiul A se obtine direct din formula 
A+B+C=180°, 

de unde 

A^ISO"—(B-j-C). 

Apoi din relatiunile 

a _ b a _ c 
sinA sinB ’ sinA sinC ’ 

deducem 


b= 


iZsinB 


c=- 


a sinC 


sinA ’ sinA 

Suprafatia este data prin formula cunoscuta: 

__ ^ 2 sinBsinC 
2sin(B+C) 

127. Casul II. Dandu-se laturile a si b si angĥiul 
coprins intre elle C alle unui trianghiu ore-care, se cal- 
culam a treia lature c, si anghiurile A si B, precum si 
suprafatia s. 

Prima metoda. Suma A+B a anghiurilor cautate este 
cunoscuta din relatiunea: 

A+B = 180°—C. 

Differentia lor o vom calcula prin formula (3)*: *I05 

. A—B 
tg- n- 


a-b t C 
a-\-b 2 


Vom av4 dera, prin aceste formule: 

A+B=M, 

1V B=N ' 

M si N fiind nisce quantitati cunoscute. Adunand, si 
apoi scadiend aceste egalitati una din alta, si impar- 
tind cu 2, avem: 

. M+N 

2 ’ 
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B= 


M-N 


Anghiurile A si B fiind ast-fel determinate, vom cal- 
cula pe c prin formula 

__ asinC 
sinA 5 

* ,05 seu mai bine prin ver-una din formulele (1) seu (2)*, 
cari dau: 

(a-H>)sin^- (a--fc)cos-^- 

U > u 

c— -:-—, si 


COS- 


A—B ’ 


. A—B 

sm- 


2 2 
Suprafatia este data prin formula: ^ 

< 2 &sinC 


*ioi A doua metoda. Din formulele fundamentale (1)* de- 
ducem: 

csinA=jJsinC, (A) 

*i03si din (3)*, 

ccosAH—dicosC. (B) 

Cu aceste doue formule putem face resolutiunea in 
un mod mai simplu, mai cu sema cand nu se dk chiar 
a , ci loga. 

Impartindu-le una cu alta, avem: 

tg-A- flSkC 
gA J-acosC' 

de unde 

logtgA=loga-f logsfnC—1 og\b—a cosC], (C) 

formula care ne dŭ pe A. In^e aci intra logaritmul 

quantitatii b—a cosC, care nu eote calculabile prin lo- 
garitmi; va trebui dera a calcula mai antaiu valorea 
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termemilui a cosC, pre care o vom scad4 din b, si vom 
lua logaritmul restului, pre care lu vom introduce in 
formula. 

Anghiul A fiind cunoscut, B se va calcula lesne prin 
B=l80 n —(A+C).. 


Relatiunea (A) ne va da apoi 

logc=loga+logsinC—logsinA, 


din care aflkm pe c. 

128. Casul ID. Se se resolve un trianghiu ore-care 
in care se cunosc doue laturi a si b, si anghiul A, o- 
pus la a. 

Se cauta c, B, C. Vom calcula mai antaiu pe B prin 
formula 

. -n £sinA 
sinB=-, 

a 


si apoi pe C prin 
in fine vom afla 


C-180°—(A+B); 

flsinC 

sinA 


Suprafatia s se va afla assemenea prin 

<3#sinC 


129. Discutiune. Mai antaiu vom reaminti in cate va 
cuviute constructiunea geometrica a trianghiului, pen- 
tru ca discutiunea pe formula se fia mai bine intielessa. 

Pentru a construi trianghiul cu elementele a, b, A, 
in un punct al unei drepte indefinite AB' facem an- 
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/1 

w 

/ v/ 

D 

W' 

Formula 

"V 


ghiul dat A, si pe drepta AC lukm 
lungimea AC=£; din C cu ua ra- 
dia egaie cu a descriem un arc, care 
ne dk pe drepta AB' punctele B'si 
B", pre cari le unim cu C. Trian- 
ghiul cautat este ACB' seu ACB". 


sinB= 


£sinA 


ne va da pe B. Inse in table scim cŭ nu se gassesc de 
c&t anghiurile mai mici de cŝ,t 90°, adeca anghiurile 
ascutite. Fie M anghiul ascutit al carui sinus este e- 


gal cu 


^sinA 

a 


; se scie inse* ck si arcul suplementar* 26 


180°—M, careeste obtus, va avĉ acellasiu sinus ; prin 
urmare trebue se vedem care din aceste doue an- 
ghiuri, M si 180°—M, este adeverata solutiune a ques- 
tiunei. 

Pentru ca M se fie ua solutiune a ecjuatiunei, trebue 
se avem: 

A+M<180°, (a) 

CElci 

A+M+C=180°. 

Assemenea, pentru ca 180°— M se fie ua solutiune, 
va trebui ca 

A+180°-M<180°, 

seu 


A<M. (b) 

Se vedem cari sunt casurile in cari aceste conditiuni 
pot fi inplinite. 

1°. Beca A>90°, valorea 180°—M nu convinepentru 
B, c&ci in un trianghiu nu pot fi doue anghiuri obtuse ; 
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remane dera numai M, care trebue inca se se supuna 
conditiunei (a), din care se deduce: 

M<180°—A. 

Aci M este ascutit; 180°—A assemenea; prin ur- 
mare putem pune: 

sinM<sin(180°—A), 


seu 

Inse 

prin urmare 
ori 


sinM<sinA. 

. ,, £sinA 
sinM=- 


a 


£sinA 


a 

b<.a. 


<sinA, 


Deca b ar fi egal cu a, relatiunea 

a 

s’ar reduce la 

sin M—sinA, seu : M==A, 

cea ce nu se pote, cŝ,ci A>90°, si ast-fel trianghiul ar 
av£ doue anghiuri obtuse; prin urmare in aceit cas nu 
este nici ua solutiune. 

Deca b^>a, erasi n avem nici ua solutiune, cŝci atunci 
• • bsmk 

relatia sinM=-ne ar da : sinM>sinA ; deci, fiind- 

a 

ca anghiurile sunt obtuse, M<A, cea ce este in oposi- 
tie cu couditia (b). 

2°. Deca A—90°, valorea 180°—M, fiind mai mare 

de 90°, tot trebue lasata, si atunci (a) ne dŝ: 

90°+M<180°, seu: M<90°, seu: sinM<l, 

si punend valorea lui sinM si a lui A, 

&sin90° ,, , , 

-<1, seu: b<a. 
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Conditiunea este aceasi ca si in casul cand A>90°. 
In resumat dera, deca anghiul dat este obtus seu drept 
trianghiul are ua singura solutiune, cu conditiune inse ca 
laturea opusa la anghiul dat se Jie mai mare de cat cea- 
alta ; deca este egale cu densa, seu deca este mai mica, 
trianghiul n’are nici ua solutiune. 

3°. Deca A<90°, valorea M a lui B se pote primi tot- 
de-una, c&ci conditiunea (a) se pote tot-de-una satisfa- 
ce; inse pentru a put£ admite si solutiunea 180°—M, 
dupe (b), trebue se avem: 

M>A, 

si fiind-ck si M si A sunt ascutite, 

sinM>sinA, seu — >sinA, 
a 

de unde 


bz>a. 

In acest cas dera se pote se Jie doue solutiuni, M si 
180°—M, inse cea din urma convine numai cand latu- 
rea opusa anghiului dat este mai mica de cat cea alta. 
Deca 6sinA=fl, valorea 

smM>^ 

a 

se reduce la 


sinM=l, seu: M“=90°, 

si in casul acesta celle doue solutiuni M si 180°—M se 
reduc la una singura, 

Deca £sinA>a, valorea 


sinM 


6sinA 

a 


devine 


sinM>l, 
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care este absurda; prin urmare in casul acesta nu este 
nici ua solutiune. 

Eca un tabel care contine resultatul totor acestor dis- 
cutiuni: 


A>90°| 


a~>b 

a=b 


a<b 


A=90° 


a>b 

a=b) 

a<b\ 


1 solutiune, B<90°; 
0 solutiuni; 

1 solutiune, B<C90°; 
0 solutiuni; 


A<90° 


a<b 


a>b .1 solutiune, B<90°; 

azm*b .1 solutiune, B<90°; 

a>b sinA .... 2 solutiuni, B'<90°; 

B"=180°—B'; 

a=b sinA .... 1 solutiune, B=90°; 

a<b sinA .... 0 solutiuni. 

Cu ajutorul acestui tabel se va put£ recunosce din 
date cbiar deca problema are doue solutiuni, ua solu- 
tiune, seu nici ua solutiune cea ce este forte important, 
pentru 'a evita de multe ori calcule inutile. 

Verijicari. Cand sunt doue solutiuni, putem av4 doue 
verificatiuni forte simple. Fie AB =c', AB''=c", ACB’ *=C', 
ACB "=C ". Dupe figura, 

AD—B "D=c", AD + DB'=c". 

Adunand aceste egalitati, si avend in vedere cit 
B"D=B"D, vom ave: 

C c " 

AD=-^-. 


Inse in trianghiul dreptanghiu ACD avem: 
AD=AC cosA=£cosA. 
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Vom calcula dera pe AD prin acesta formula, si deca 
valorea aflata va fi identica'——, calculul va fi esact. 

u 

Assemenea, daca am scad4 una din alta celle doue 
equatiuni de sus, am avd: 

2 

De alta parte 

DCB' = ACB' —ACD=C' —ACD, 
DCB"=ACD—ACB—ACD - C". 

Adunand, 

C'—C" 


DCB'= 


2 


In CDB' avem: 


DB'=CB'sinDCB'==sin 


C'—C" 
2 


Asia-dera, calculand pe DB' prin acesta equatiune, 

deca calculul este esact, valorea afiata va trebui se fie 
/ // 

Q _ Q 

identica cu-. 


130, Casill IV. Dandu-se celle trei laturi a,b,c, alle 
unui trianghiu ore-care, se aĵlam anghiurile lui , A,B,C, 
precum si suprafatia s. 

Anghiurile se pot calcula prin equatiunile (4), seu 
♦106(5), seu (6)*, tote calculabile prin logaritmi; vom pre- 
feri inse equatiunile (6), c&ci deca am intrebuintia for- 
mulele (4), ar trebui se cautkm siesse logaritmi, si a- 
nume pe al lui a,b,c, p—a,p—b,p—c ; decane-am ser- 
vi cu (5), am avd necesitate de siepte logaritmi: al lui 
a,b,cp, p — a, p — b, p — c. Cu formulele (6) inse nu a- 
vem necessitate a cauta de cŝ.t patru: pe al lui p, p — a, 
p — b, p — c. Afara de acesta, formulele din urma, de- 
terminand anghiurile prin tangenta lor, sunt mai pre- 
cise de cŝt celle-alte. 
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Formulele ce vom intrebuintia vor fi dera acestea: 

A J \l(P~ b )(P~ c ) 


tg 

tg 




c ) 


p(p-b) 


t;T C \/( p—a)(p —b) 

Suprafatia se va determina prin 

s=y]p(p—a)(p - b)(p— c). 

Observare. Pentru ca trianghiul se se pota resolve, 
este necessar si de ajuns ca ori-care din laturile. date 
se fie mai mica de cŝ,t suma cellor-alte dou6. In ade- 
ver, deca am ave, spre essemplu: 

«f>5+c, 

ar resulta ck 

b-\-c—a 

P- a —2~ 

ar fi negativ, pe cand p, p — b, p — c, ar fi positive. A- 

A B 

tunci quantitatile de sub radicalele ce dau pe tg—, tg , 
C . ... \ . 

tg —fiind negative, valorile anghiurilor ar fi irnaginarie. 

ESSEMPLE 

Casul 1. 

Formule 
A=180°—(B+C), 

, < 2 sinB 


Date 

<j=5816 m ,35, 

B=54°37°12",4, 

C=78°19'45",7. 

.(trj ulĵj I 


s=- 


sinA ’ 

asinC 
sinA ’ 
< 2 2 sinBsinC 
2sin(B + C) 


Necunoscute. 

A=47°3'l",9, 

t=6478 m ,885, 

c=7782 m ,048, 

s=18452216 mp . 
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Calculul lui A. 
180° 

B+C=132°56'58",l 

A=47°3'l",9. 


Calculul lui b. 
loga=3,7646506 
logsinB=l,9113340 
—logsin A= 0,1355157 
log£=3,8115003 
£=6478 m , 885. 


Calculul lui c. 
loga=3,7646506 
logsinC=l, 9909276 
—logsinA=0,1355157 
logc=3,8910939 
c=7782“ 048. 


Calculul lui s. 

21oga=7,5293012 
logsinB=l,9113340 
logsinC=r,9909276 
* — log2=l,6989700 

—logsin(B+B)=0,1355157 
log5=7,2660485 
s=184522l6 mp . 

$ 

Casul II. 

ANTAIA metoda 

Date Formule Necunoscute. 

a= 578“ 312, A+B=180°-C, A=95°13'49",23, 

&=345 m ,104, A-B a-b . A+B B=36°27'35",37, 

C=48°18'35",4. g 2 ~a+b S 2 ' c=433 m ,6615, 

asinC l s=74517 mp ,586. 
C sinA ’ 
a£sinC 
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Calculul lui A+B. 
180° 

C=48°18'35",4. 
A+B=131°41'24',6. 
Calculul lui A—B. 
log(fl—£)=2,3677435 

logtg A+ —= 0,3482643 
2 

-log(a+ft)=3,0346026 

logtgAzALl, 7506104 
2 ■ 

A - B .. = 29 0 23'6",93, 

2 

A—B=58°i6'13",86. 
Calculul lui A si B. 
A+B—131 0 4l'24",6 
A—B= B8 0 46 # 13',86 
A— 95°13'49",23 
B= 36°27'35',37 


Calculul lui c. 
loga=2,7621622 
logsinC=l,8731766 
— logsinA=-0,0018121 
logc-2,6371509 

c—433 m ,6615. 

Calculul suprafetiei s. 
loga=2,7621622 
log&=2,5379500 
logsinC=1,8731766 
—log2=l, 6989700 
logs=4,8722588 
s=74517 mp ,586. 


Necunoscute. 

A=95°i3'49",25, 

B=36°27'35",35, 

c=433 m ,6615. 


A DOUA METODA. 

Date Formule 

<t=578 m ,312, t a— 
i»=345 m ,104, g l— flcosC’ 
C=48°18'35"4. B=180°-(A+C), 
c _ flsinC 
sinA 

Calculul lui acosC. 

logfl=2,7621622 
logcosC= 1,8228884 
logflcosC=2,5850506 
acosC=384 m ,6366 
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Calculul lui b—a cosC. 

£=345*104 
jcosC=384* 6366 
£—acosC=—39 m ,5326 

Fiind-c& numitorul b—a cosC al valorii lui tgA este ne- 

gativ, formula tgA = —— devine: 

v — a cosC 

+rrA— ^sinC 

g (acosC-£)’ 

de unde 

-tgA=tg(180"-A)=-???C . 

acosC —o 

Calculul lui 180°—A. 

loga=2,7621622 
log8inC=F.8731766 
—log(dcosC—£)=2,4030446 
logtg(180°—A)=1,03S3834 
180°—A=84°46'10",75 

A=95°13'49",25 (diff.-f 0",02) 

Calculul lui B. 

180° 

A+C=143°32'24\65 

B=36°27'35" ,35(diff - 0" ,02). 

Calculul lui c. 
loga=2,7621622 
logsinC=l,8731766 
—logsinA=0,0018121 
logc=2,6371509 
c=433 m ,6615. 
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Casul ni. 

Date 

a= 21 m ,324, 

Z»=26 m ,715, 

A=45°32'16”,4. 

Fortnule Necunoscute. 

. ^sinA l a solutie. 2 a solutie. 

sin±>=-, 

a B'=63 0 23'58'',28, B"=116°36'r,72, 

C=180°—(A+B), C'=71°3'45',32, C"=17°51'41”,88, 

asinC c'=28 m , 26036, c"=9 m ,16401, 

sinA ' s'=269 mp ,4182. s"=87 mp ,3645. 

flfesinC 
5 2 

Calculul lui b sinA. 

10 ^ 5 = 1^4267552 
logsinA=l,8535241 
log5sinA= 1,280279 3 
5sinA=19 m ,0668 

Fiind-ck 5>a>isinA, avem doue solutiuni.* 

Calculul lui B. 

log5=l,426 7552 
logsinA= 1,8535241 
-loga= 2, 6711313 
logsinB= 1,9514106 
B'=63°23'58",28 
B"=116°36'l',72. 


*129 
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l a solutie. 
Calculul lui C'. 

180° 

A+B'==108°56' 14",68 
C'=71°3'45",32 
Calculul lui c'. 
loga=l,3288687 
logsinC'=1,9758331 
—logsinA= 0,1464759 
logc'=l,4511777 
<J'—28 m ,26036 
Calculul lui s' 
loga=l,3288687 
log&=l,4267552 
logsinC' = 1,9758331 
—log2=1,6989700 
logs'=2,43042 70 
s =269 mp ,4182. 


2 a solutie. 

Calculul lui C". 

180° 

A+B''=162°8'18"12 
C"=17°51'41",88 
Calculul lui c". 
loga=l,3288687 
logsinC"=l,4867412 
—logsinA=0,1464759 
logc"=0,9620858“ 

c"=9 m ,16401. 
Calculul lui s". 
loga=l,3288687 
log&=1,4267 552 
logsinC"=l,4867412 
—log2=l, 6989700 
logs"=l,9413351 
s"=87 mp ,3645 


«129 


VERiFICARI.* 


1°. Formula : &cosA= 


Calculul lui bcosA. 

logĥ=1^4267552 
logcosA=l,8453693 
log£ cosA= 1,2721245 
£cosA=18 m ,71218 


2°. Formula : usin 


c’+c* 

2 ’ 

Calculul lui c ^~ C - 
2 

c'=28 m ,26036 
c"~ 9 m , 16401 

ti.=18 m 71218 (diff.0) 

U 
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Q'_rt» 

Calculul lui a sin— -—, 

2 

loga=l,3288687 
logsin— ~ C - = 1,6510490 

u 

logasin 0 ~ —=0,9 799177 

u 

P'— 

asin—-= 9 m ,54811 

2 


Calculul lui- -—. 

2 

c'=28 m ,26036 
c"= 9 m , 16401 

—~ C ' = 9 m ,54817 (diff. 0 m ,00006). 


Casul IV. 


‘Date 

4" a=87 m ,5108, 
1 &=36 m ,927, 

c=64 m ,529, 


Formule 



(p—b)jp-c) 

p(p—a) 

(p — a)(p —c) 
Pip—b) 

(p—a)(p—b) 

p(p-c) 


) 


) 


s=^p(p—a)(p—b)(p—c). 


Necunoscute 

A=116°33'17''78, 

B=22°10'34",16, 

C=41°16'8",08, 

s =1065 mp ,7425. 
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Calculul lui A. 
log(/7—i)—1,7600936 
logCp—c)=J,,4764606 
— logp==2,0246445 
—logfp— a ) =1,1566052 

21ogtgA = 0,4178039 
2 

logtgA^O,2089020 
2 

A=ii6°33'i7",78. 
Calculul lui B. 
log(p—a)=0,8433948 
log(p— c)=l,4764606 
—log^=2,0246445 
—log(ff - ft)=2,2399064 

21ogtg—=2.5844063 
2 

logtg®-=I,2922032 
2 

B=22°10'34",16. 


Calculul lui C. 
logfp—‘a)=0 } 8433948 
l°g(p — b)=l,l 600936 
—logp^,0246445 
—Iogfp—c)=2,5235394 

21ogtg—=1,1516723 
2 

logtg—=1,5758362 

c=4i°i6'8",08. 
Calculul suprafatiei s. 

logp-1,9753555 
log(p — a)=0,8433948 
log(p-J)=l,7600936 
log (p_ c )=l, 4764606 
21ogs=6,0553045 
logs=3,0276523 
s=l065 mp ,7425. 

7 


YEE1FICARE 

A+B+C=180°0'0" ,02 (diff. totale 0'',02) 
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CAPITULUL III. 


ESEECLTII SI APLICATIUNI. 


Cdte-va casuri de resolutiuni de tridnghiuri, in cari se 
dau nu trei elemente, ci trei combinatiuni aile acestor 

elemente. 


. 131. Se se resolve un trianghiu dreptanghiu, dandu 

se hipŭtenusa a si suma b + c a celor-alte doue laturi. 

Se cauta B, C, b, c. 

Adunand relatiunile 


avem : 


£=<zsinB, 

c=<3sinC, 


b-\-c—a (sinB-fsinC) 


=2dsin 


B + C 


B-C 

COS-—— , 


si fiind-ck B hC=90°, 

J-fc=2asin45°cos——— 
2 

din care 

B-C b+c 

cos-=-. 

2 2asin45" 
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equatiune care ne dk pe B—C; fiind-ck cunoscem si 
pre B-f-C, vom put4 afla valorea fie caruia din anghiu- 
rile B si C. Atunci laturile se vor calcula prin for- 
mulele 

i=asinB, 

c=asinC. 

Essemplu. Date: a= 2416 m ,34; £-f-c=3283 m ,51. 

Necunoscute: B=61°4'51",48 ; C=28°55'8" ,52 ; 

£=2115 m ,032; c=1168 m ,477. 

132. Se se resolve uti trianghiu dreptanghiu cunos- 
cund un anghiu ascutit B si differentia b — c a ceHor doue 
laturi alle anghiului drept. 

Necunoscutele sunt a,b,c, C. 

Anghiul C se determina indata prin 

C=90°—B. 

Relatiunile 

£=asinB, 

’ c^asinC, 

dau prin scadere: 

b— c=C!(sinB—sinC)=2flsin ^ 

~2^cos45°sin^-^-^-, 
din care deducem: 


g . co • B—C 
2cos45 sm- 

2 

formula ce da hipotenusa in functiune de quantitati cu- 
noscute. 
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Laturile b si c le vom determina apoi prin formulele 
de mai sus. 

Essemplu. Date: B=46°18'5" ,7 ; b—c 0 m ,7543. 
Necunoscute : C“43°41'54" ,3; 23 m ,4810 ; 

b —16 m ,9764; c=16 m ,2221. 

133. Seser esolveun trianghiu dreptanghiu cunoscund 
b 

hipotenusa a siraportul-al cellor- alte doue laturi. 

c 

Avem: 


tgB —cotC=—, 
c 

care ne dk anghiurile ascutite; cu ajutorul lor si al hi- 
potenusei, vom calcula si laturile. 

Essemplu. Date: a=*13 m ,152 ;-=1,5324 

c 

Necunoscute: B=56°52'2l" ,69 ; C=33°7'38" ,31; 
£=11+0143; c=7 m ,1876. 

134. Se se resolve un trianghiu ore-care cunoscundla- 
turea c, anghiul opus C si suma a+b a cellor-alte doue 
laturi , 

Se cauta anghiurile A si B si laturile a si b. 
Cunoscem 


A+B=180°—C. 

Formulele (1)* dau inca 

cogA—B 

a+b 008 2 A-B a+b . C 

-=--—, seu : cos—— =-X_sm—, 

c . C 2 c 2 

sin— 

2 

care dk si differentia A—B, Anghiurile A si B vor fi 
dera cunoscute, 

Suma a+b a laturilor fiind data, relatiunea (2)* 


*105 


*105 
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a — b= 


. A—B 

csin—-— 


C ’ 

cos— 

2 


ne va da si differentia a — b, si ast-fel vom putĉ calcula 
pe fie-care din laturile a si b in parte. 

Deca ni s’ar fi dat c, C, si differentia a — b, amfi de- 
terminat mai antaiu pe A—B prin relatiunile (2), si a- 
poi pe a-\-b prin (1). 

Essemplu. Date: c=742 m ,14 ; C = 114°49'32" ,4; 
a+b= 831 m ,52. 

Necunoscute: A=51 0 5 0'38 ff ,87; B=13 0 19'48 ff ,73; 
d=642 m ,9879 / &=188 m ,5321. 

135. Se se resolve un trianghiu ore-care, cunoscund 
anghiurile A.B,C siperimetrul 2p. 

Se cauta a,b,c si s. 

Formulele 


dau: 


a b _ c 

sinA sinB sinC ’ 

a _ a+b+c _ 2 p 

sinA sinA+sinB + sinC sinA+sinB+sinC’ 


seu: 


a=- 


2psinA 


sinA+sinB+sinC’ 
si inlocuiud pe sinA si sinA+sinB+sinC cu valorilĉ 

*42,55 lor% 

A 


, . A A 
4psm-—cos— 
2 2 


P Bin ~2 


a= 


, A B C 

4cos—cos—cos— 

2 2 2 


, C 

COSJ- cos— 
2 2 


,2, 
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Assemenea: 


b= 


. B 
psin— 
2 


A C 
cos—cos— 
2 2 

C 


c= 


pamj 

A B" 

COS—cos- 

2 2 


Pentru suprafatia avem : 

<z£sinC 
s= --—, 


si inlocuind pe a si b cu valorile lor de mai sus si pe 

C c 

sinC cu 2sin—cos— 

2 2 




A . B . C C 

p ‘sin—sin—sm—cos — 
r 2 2 2 2 

A B 

cos—cos— cos —. 

2 2 2 


-P 2 t g A tg B tg C 


Essemplu. Date: 2p=1836 m .24; A=36 0 14'56",2 ; 
B=78°28'28",6; C=70°16'40",2. 
Necunoscute : a=435 m ,8168 ; &=706 m ,6043, 
c=693 m ,8188; s=144942 mp ,74. 

136. Se se resolve un trianghiu ore-care, cunoscund 
ua lature c, anghiul adjacent A si suma a+b a cellor 
alte doue latuii, 

Se cauta B,C ,a,b. 

Din relatiunile 


a b _ c 
sinA sinB sinC’ 

se deduce: 


a-{-b-\-c _ a-j-b—c 

sinA+sinB+sinC sinA+sinB — sinC 
Inlocuind pe a+b-j-c cu 2 p, pe a-\-b —c, cu 2 (p—c), 
pe sinA+sinB+sinC si sinA+sinB—sinC cu valorile 
lor*, obtinem: 
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2 P 


2 (p—c) 


4cos-4 cos—cos— 

2 2 2 


, • A . B C 

4sin-- sm — cos— 
2 2 2 


Reducund si scotiend valorea lui B, 




B 


-c A 
- cot-. 
2 


2 V 

Cunoscund pe B, C este cunoscut de sine. Laturile 
si b se vor determina prin formulele fundamentale, 
*105 seu prin (2)*. 

Essemplu. Date : c=2l5 m ,31; a+&=492 m ,07; 
A=81°24'13",8. 

Necunoscute: B=48°54'55" ,52 ; C=49 0 40'50*,68; 

a=279 m 2196; £=212 m ,8502. 

137. Se se resolve un trianghiu cunoscund suprafatia 
s si anghiurile A,B,C. 

Necunoscutele sunt a,b,c. 

Relatiunea 

a 2 sinBsinC 


d& imediat: 



2sitiA 

1-1 

, / 2ssinA 


V sinBsinC 

si: 



l / 2ssinB 


V sinAsinC 

~J\ 

^ / 2ssinC 


V sinAsinB 

Essemplu. Date: 5=98 mp ,125; A=34°48'12",3; 
B=66°38'53",2; C=78°32'54",5. 
Necunoscute: a=ll m ,l572; &=17 m 9467; c=19 m l588. 
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138. Se se resolve un trianghiu ore care cunoscund 
radia cercului inscris, r, si anghiurile A,B,C. 

Trebue a se calcula a,b,c,s. 

c Trianghiul AOF dk: 

AF=rcot^; 

•b trianghiul OFB assemenea : 

FB=rcot—. 

2 

Adunand acestŭ relatiune cu cea precedinte, 
avem: 



( A , B\ 
: =r^cot—4cotyj=r 


f A 
cos - - 
2 


B\ 
008 2 


sm 


sm 


B 

2 ) 


A . B . A B 

cos—sm--4 sm—cos— 
2 2 2 2 

r . A . ~B 

sin— sin— 

2 2 


sin 


A4B 


si fiind-ck 


. A . B' 

8m 2 Sm 2 


A4B 


C 

rcos— 
2 


= 90°——, 
2 


. A . B ’ 

sm—sin— 
2 2 

Assemenea se gasesce si: 
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rcos- 


" . B . C’ 

sm—sm— 
2 2 


rcos. 


B 


‘ . A . C 

sm—sin— 
2 2 


Suprafatia s este data prin 

absinC 


in care inlocuim pe a si b cu valorile lor, si pe sinC cu 


C c 

2sin--cos—; atunci 
2 2 ’ 


0 , A B C . C 

2r cos— cos—•cos—sm— 
2 2 2 2 

= 0 . A . B . oC ’ 

2sm sin-^sm — 

2 2 2 


seu 


s=r 2 cot^cot^ cot—. 


Essemplu. Datĉ: r=4 m ,371; A*58°34'18',4; 
B=97°15'26",2; C=24°10'20",4. 
Necunoscutĉ: a=24 m ,2626; £=28 m ,2066; c=H m ,6434; 
s=140 mp ,1180. 

139. Se se resolve un trianghiu ore-care , cunoscund 
ua lature a, suma b + c a cellor-alte doue, si perpendicu- 
lara h lassata din A pe laturea a. 

Se cere b, c, A, B, C. 

Avem: 
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„ fcsinA . ah 

2 ’ 81: S ~T' 


asia dera 

ah=bcBmk, 

(a) 

seu 

• a ah 
s,nA -fc’ 


ori 

0 . A A ah 

2sm—cos—=—. 

2 2 bc 

(b) 


Avem apoi: 

a 2 =b 2 +c 2 —2£ccosA 
=b 2 +c 2 +2bc — 2bc—2bcc,osk 
={b+c) 2 —2£c(l+cosA) 

={b+c ) 2 —4 bc cos 2 —, 

2 


cos 


de unde 

j,A_ (b+cf - a 1 

2 4 bc 

Impartind (b) prin (c), obtinem: 

A 2 ah 

tg- 


(°) 


2 (b+cf—a?' 

care dk anghiul A. Atunci ( a ) ne va da pe bc in func- 
tiune de quantitati cunoscute, 

ah 

sinA ’ 


bc=- 


inse din date avem: 


b+c=m, 

m fiind ua quantitate cunoscuta. Avend dera suma si 
produsul quantitatilor b si c, aceste quantitati, dupe 
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cum scim din algebra, vor fi radecinile equatiunei de 
gradul al doilea: 


jc 8 — mx-\-- a ~ —0, 
smA 


adeca: 


■-f+V 


m 2 sinA —Aah 
4sinA 


c=x 


m 


V m 2 si 


sinA —iah 


2 V 4sinA 
Gunoscand ast-fel tote laturile, am ajuns la un cas 
cunoscut. 

Essemplu. Date: a=12 m ,514; c=19 m ,325; 

/z=6 m ,142. 

Necunoscute: &=13 m ,1133; c=6 m , 2117; 
A=70°39'47",70; B=81°24'27",41; C=27°55'45",13. 

140. Se se resolve un trianghiu ore-care cunoscund 
ua latnre c, anghiul opus C si perpendiculara 11 lasata 
din C pe c. 

Se cauta a, b, A, B. 

In ACD si CDB avem: 

AD=/zcotA, 

DB=/zcotB; 



c=/z(cotA+cotB)=/zf 1 

(sinA sinBĴ 

_^ sin(A-)-B)_ /zsinC 

sinAsinB sinAsinB ’ 


*47inse 


cos(A—B) — cos(A+B)=2sinAsinB ; 


asia-dera 
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2/isinC 


2/zsinC 


cos(A—B)—cos(A+B) cos(A—B)-|_cosC’ 


din care 


cos(A—B) 3 ™ -^sinC — cosC. 
c 


Acesta forniula o vom face calculabile prin logarit- 



*59 


cos(A-B)- isg tr ), 


sm? 


care dk differentia A — B, si ast-fĉl vom put4 calcula 
anghiurile A si B. Atunci cunoscund ua lature c si an- 


ghiurile, revenim la un cas cunoscut.* 


Essemplu. Date: c=534 m ,59 ; C ~64°18'33",4; 
Zz=217 m ,38. 

Necunoscute : A^^^^SS; ; 

a=591 m ,6878 ; 5=2l7 m ,9482. 

141. Se se resolve un trianghiu ore-care cunoscund 
ua lature c, inaltimea corespundiatore h si differentia A—B 
a anghiurilor alaturate. 

Se se afle a,b, A,B,C. 

Anghiul C se va determina prin equatiunea gasita 
mai sus: 


cos(A—-B)=—sinC—cosC,- 
c 


seu 


cos(A-B)=-- [ C ~ 9) 


S1 



C 


ll 
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Atunci, cunoscund pe c ,C si h, revenim la questiu- 
nea precedinte. 

Essemplu. Date: c=13 m ,251; /z=8 m ,434; 

A— B=28 0 2Z'i8",3. 

Necunoscute: A=68°39'50",04; B=40°16'l",74; 

C—71°4'8",22; a=13 m ,0486; £=9 m ,0545. 

142. Se se resolve un trianghiu cunoscund celle tre{ 
inaltimi. 

Fie inaltimile ,cari corespund respectiv la laturi- 
le a,b,c. Avem: 


b? 


2 


2 ’ 


relatiuni din c ar> i scotem: 



Punend aceste valori in 



' (P—b)(p- c) h 


p(p—a) V 


(ifls-f-c — V) ( a-\-b — c ) 
(a+b+c)[b+c— a)’ 


vom av4: 






si impartind ambii termeni si fractiunei de sub radical 
cu 2sX2s, 



immultind erasi ambii membri cu ap-fX a P‘f> 
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A__ / (Pr+ <*P—ar)(Pr+«r—«P) 

V (Pr+ar+aP)(aY+“P—P t)* 

Assemenea gasim si: 

t B_ / («P-j-av—P T )(ttY+PY— tt P) 

2 V (PY-f-«Y+ tt P)( tt P+PJ'—<*r)’ 


t C = / («p+ar—Pv)(Pr+«P—« t) 

2 V (Pr+aT+<*p)(Pr+ar— 1 *P) 


Cunoscund ast-fel anghiurile, relatiunile 
_ a 2 sinBsinC _ a<x 
2sinA ’ 2 ’ 


dau: 


din care: 


Assemĉnea: 


<3 2 sinBsinC _ aa 
2sinA 2 

a _ gsinA 

sinBsinC 

smAsinC 


c _ rsinC 

sinAsinB 

Essemplu . Date: a=15+324; p=9 m ,413; Y =18 m ,102. 
Necunoscute: A=30°49'32",42; B=123°27'57*,94; 
C=25°42'29",68; a=21 m ,6996; £=35+3257; 
c=18 m ,3693. 

143. Se se resolve un trianghiu cunoscund celle trei 
mediane (numind mediana linia care unesee un verf al 
trianghiului cu mediulocul laturei opuse.) 
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Fie a$,y, medianele cari trec respectiv prin verfurile 
A, B, C, ale triangĥiului. 

Unind estremitatile E si D alle medianelor (3 si a, 
linia ED este paralela cu AB, 
cŝci imparte laturile AC si BC in 
parti egale. Asia-dera trianghiu- 
rile AFC, EGC sunt assemeni, si 
dau: 

EG _EC__ 1 
AF ~AC 2 ' 



(a) 


Trianghiurile FBH si EGH sunt erasi assemeni, si 
prin urmare 

EG EH 
AF ~ BH ’ 


(b) 

Inse FB=AF; si prin urmare, comparand equatiu- 


nea (b) cu (a), avem: 


EH 

BH 


1 

T 


Deci 


EH 

EH+BH = 


1 

1 + 2 ’ 


seu 


EH _ 1 
P 3 ‘ 

Asia-dera punctul de intalnire al cellor trei mediane 
imparte pe fie-care dintr’ensele in doue parti, dintre 
cari partea despre base este iumetatea cellei despre 
verf, seu & treia parte din mddiana intrega. 

Trianghiul BHC dk, dupe ua teorema din geometria: 
BH 2 +HC 2 =2ĤD 2 -f 2BD 2 ; 

inse 
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BD —, HD=—, BH=^-, HG=— 

2 2 3 3 ' 

asia-dera: 

4,4 2 , a» 

-ĝ P 2 4-yT 2 ==Y ai + "2 , 

s eu 

8p“ + 8r a =4« J + 9a\ 

de unde 

a= —V2p J +2j' , -«’. 

3 

Vom gasi assemenea: 

V 2« 2 + 2t 2 —P 2 , 

3 

c=-- V2« 2 +2p 2 -+- 

3 

Laturile fiind calculate, ajungem dera la un cas cu- 
noscut.* 

Essemplu. Date: a=0 m ,143; p=0^,l 15, Y=0 m ,083. 
Necunoscute : a=0 m ,093758; &=0 m ,13573; 
c=0 m ,16392 ; A=U°d3'3",72- B=55°53'19",62 ; 
C=89°13'36",72. 

OPERATIUNI PE PAMENT. 

144. Trigonometria gasesce aplicatiuni variate si de 
cea mai mare importantia in tote operatiunile ce au de 
scop a determina dimensiunile unei figuri ore-car6 prin 
cunoscintia cŭtor-va din elementele selle. Ast-fel sein- 
trebuintiedia calculul trigonometric la ridicarile de pla- 
nuri, la mesuratorile de distantie, de inaltimi, de an- 
ghiuri, etc. Tote aceste operatiuni se pot efeetua si*prin 
metode grafice; inse nesecurantia acestor metode, si 


*130 
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chiar dificultatea intrebuintiarii lor fac ca tot-de-una se 
se prefere calculul. 

In aplicatiunile practice ale trigonometriei este ne- 
cessariu se se scie a mĉsura lungimi si anghiuri. 

Lungimile se mesura cu lantiul de agrimesura, seu 
cu nisce rigle de lungimi cunoscute. Acest lantiu seu 
aceste rigle se pun pe drepta ce voim amesura de cŝte 
ori incap, si numerand de c&te ori am pus lantiul seu 
riglele pe acesta drepta, cunoscem lungimea ei. 

Anghinrile se mesura cu nisce instrurpente caripor- 
ta diferite numiri: grafometrul, cercul repetitor seu teo. 
dolitul sunt celle mai usitate. Tote aceste aparate, re- 
duse la cea mai simpla espressiune a lor, se compun 
din un limb seu cerc gradat de metal, 0, care porta 
doue alidade, adeca doue rigle de metal, AB si CD, 
cari trec p^in centrul cercului. Una 
din aceste rigle, AB, este fixa, era 
cea-alta, CD, se pote inverti ingiu- 
,_rul centrului 0. Pentru a mesura 

Jjf 

un anghiu, se asiedia centrul cer- 
cului in verful 0 al anghiului EOF 
ce trebue se se mesure, se indreptedia alidada fixa 
AB in directia uneia din laturile anghiului, OE, si ali- 
dada mobile CD se invertesce [ingiurul centrului penĉ 
se aduce in directia cellei de a doua lature a anghiu- 
lui, OF. Atunci arcul DB, cu care s’a miscat acesta a- 
lidada, mesura anghiul. 

In instrumentele moderne alidadele sunt inlocuite. 
prin lunete, cari dau ua directie mai precisa, si pot ve- 
d6 objectele la ua mai mare departare de cŭt ochiul liber. 

In celle mai multe din operatiunile de pe pament, 
deca terenul nu este cu totul orizontal, nu se mesura 
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liniile si anghiurile cum sunt in natura, ci projectiile 
lor pe un plan orizontal. Asia, in loc de a mesura drep- 
ta inclinata AB, se mesura projectia sea AC peualinia 
orizontale. 

Acesta se chiama a reduce li- 
niile si anghiurile la ori\ont. 

Sunt diferite metode pentru a 
se reduce Iiniile si anghiurile la 
A 0 orizont. Teodolitul, intre altele, 

dŝ dedreptul anghiurile reduse la orizont. 

TEIANGULATIUNE. 

145. Pentru a se esecuta cu precisiune un plan al 
unei mosii, al unui orasiu seu alt-ceva, trebue a se de- 
termina distantiele respective intre diferitele selle punc- 
te principali, reduse la orizont. Aceste distantie nu 86 
mesura tote dirĉct, din causa ch este forte anevoie a 
se mesura cu precisiune ua drepta pe pament; ci pen- 
tru acesta se formedia ua multime de trianghiuri cari a- 
copere partea de loc considerata, si alle caror verfuri 
se afla in punctele principali alle locului. In aceste tri- 
anghiuri se mesura cu instrumentele tote anghiurile si 
numai ua lature, numita base ; si apoi prin calcul se de- 
termina tote celle-alte laturi alle trianghiurilor. Acesta 
operatiune se numesce triangulatiune. 

Eca un essemplu de trian- 
gulatiune. Cam in centrul lo- 
cului considerat, se alege un 
punct 0, din care se se pota 
vedĉ tote punctele principale 
alle locului. Se aleg apoi cŝ,te- 
va puncte insemnate, A,B,C,D, 
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E.F, ast-fel ca unind aceste puncte intre elle si cu 0 
prin linii drepte, trianghiurile ABO, BOC, etc., cari 
vor resulta, se nu aiba nici un anghiu prea ascutit seu 
prea obtus, cŝ,ci atunci erorile de temut sunt cu mult 
mai mari. Se mesura tote anghiurile din aceste trian- 
ghiuri, si se alege ua lature ore-care, spre essemplu AB, 
care se se pota mesura direct in conditiunile celle mai 
avantagiose. Acesta lature va fi basea triangulatiunei. 

In trianghiul AOB, cunoscundu-se AB si anghiurile 
ABO, BAO, mesurate direct, se vor put4 calcula si la- 
turile AO si BO. 

Trianghiul BOC, in care se cunosce BO din trian- 
ghiul precedinte, si tote anghiurile din mesuraturi’, ne 
va da lungimea laturilor BC si OC. 

Tot assemenea mergund mai departe din trianghiu 
in trianghiu, vom determina laturile CD, OD, DE, 
OE, EF, FO, FA, AO. 

Determinarea acestei din urma laturi ne pote servi ca 
verificare; cŭci deca valorea gasita acum va fi identica 
seu prea putin diferita de cea aflata la inceput din trian- 
ghiul ABO, acesta va fi ua proba ck calculele au fost 
esacte. 

Trianghiurile formate ast-fel numai cu punctele prin- 
cipali se numesc trianghiuri de antaia marime. 

Pentru a determina in urma positiunea punctelor 
mai putin insemnate, Gr,H, I,K, se lega aceste puncte 
prin drepte cu puncteleprincipale considerate mai ante, 
si se mesura tote anghiurile trianghiurilor FGrE, OHD, 
BIC_, FKO, ast-fel formate, Aceste trianghiuri, in cari 
se cunosce cŝ,te ua lature din trianghiurile de antaia 
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marime, si tote anghiurile din mesuraturi, ne vor dksi 
distantiele FGr, GrE, OH, HD, BI,IC, FK, KO, cari de- 
termina positiunea punctelor Gr, H, I, K. 


CALCULUL DISTANTIELOR. 


146. Se se gasesca distantia de la un punct penela un 
alt punct inaccessibile. 



Fia A punctul unde statione- 
dia observatorul si B punctul vi- 
sibile inse inaccessibile ; se cere 
distantia AB. 

Se mesura pe pament ua base 


AC, care se trecaprinpunctulA; 


apoi cu un instrument de mesurat anghiurile se ridica 
anghiurile A si C; atunci trianghiul ABC, in care se 
cunosce ua lature si doue anghiuri, ne va da prin un 
calcul cunoscut* distantia cautata AB. 

Essemplu. Date : AC=315 m ,74; A=--72°13'24'',1; 


C=47°37'18",5. 

Necunoscuta: AB=268 m ,904. 

147. Se se gasesca distantia dintre doue puncte, visi- 
bile inse inaccessibile. 

Fia A siBpuncteleinacces- 
sibile a caror distantia este 
ceruta. 

Se mesura ua base CD, si 
apoi anghiurile ACD si ADC; 
trianghiul ACD, in care se cu- 
nosceualature si doueanghiuri, 
ne va da prin calcul laturea 
AC. Mesurkm apoi anghiurile BCD si BDC, si trian- 



*126 
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ghiul BCD, in care se cunosce laturea DC, naesurata 
si celle douĉ anghiuri adjacente, ne vadapeBC. Atuncĵ 
trianghiul ABC, in care cunoscem pe AC si pe BC prin 
celle doue trianghiuri precedente, precum si anghiul 
ACB d ACD—BCD_, ne va da laturea AB, care este di- 
stantia cautata. 

Essemplu. Date: CD=-I432 m ,16; ACD=79 0 13'28",4; 
ADC=35°5ia2',3; BCD=46°25'56" ,8; 
BDC=64°36'5\9. 

' s 

Necunoscuta: AB=787 m ,848. 

CALCULUL INALTIMILOE. 


i4 122 


148. Se calculam inaltimea unm turn al carui picior 
accessibile este pe un plan orvpontal. 

Asiedikm un instrument 
de mesurat anghiurile in un 
punct C, la ore-care depar- 
tare de piciorul turnului, si 
mesurAm anghiul BDE ce 
face radia visuale dusa la 
verful turnului cu linia orizontale ED. Mesurkm apoi 
pe pament distantia AC. In trianghiul dreptanghiu BED 
se cunosce laturea ED=AC si anghiul ascutitBDE; vom 
putĉ dera* se calculkm pe BE; adaogind la acestama- 
rime si pe EA=DC, care este inaltimea h a instrumen- 
tului, vom av4 inaltimea AB a turnului. 

Essemplu. Date: AC D 4l m ,35; BDE^S^lS^"^; 
A— l m ,25. 

Necunoscuta: AB=35 m ,05. 

149. Se calculdm inaltimea unui turn al carui picior 
accessibile nu este pe un plan ori\ontal. 


B 


0 D 
D 


v 
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Asiedikm un instrument de 
mesurat anghiurile in D, sia- 
poi insemnkm pe turn un punct 
E ast-fel c& EB se fie ega] cu 
DC. Mesurkm pe urma an- 
ghiul ADE, precum si anghiul 
ADZ, pe care ’lu face drepta AD cu verticala DZ; me- 
surkm in fine basea BC=ED. Trianghiul AED, in ca- 
re cunoscem laturea ED si anghiurile ADE si EAD— 
ADZ, ne va da pe AE*; adaogind la acesta quantitate 
pe EB=DC=/f, inaltimea instrumentului, vom avĉ inal- 
timea AB a turnului. 

Essemplu. Date : BC=52 m ,36; ADE=36°24'17",3. 
ŭ=0 m ,982. 

Necunoscuta: AB=48 m ,485. 

150. Se calculdm inaltimea unui turn al carui picior 
este inaccessibile , inse asiediat pe un plan on\ontal. 

Asiediam in C un instrument de mesurat anghiurile, 
si lu;\m anghiul ACE ce face radia visuale dusa la ver- 

ful turnului cu directiaori- 
zontale CE. Mutkm apoi in- 
strumentul in D, tot pe li- 
nia EC, si mesurkm anghiul 
ADE; in fine mesuram si 
pe FGr=CD. In trianghiul 
ACD se cunosce laturea CD si anghiuriie ADC si 
ACD=180°—ACE; prin urmare din acel trianghiu vom 
putĉ calcula pe AC*. Atunci trianghiul dreptanghiu 
ACE, in care se cunosce AC si ACE, ne va da* pe AE, 
la care adaogind pe EB=/z, inaltimea instrumentului, 
vom av4 inaltimea cautata AB. 




* i 26 


* 126 
* 119 
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Essemplu. Date: FG-=12“15; ACE=44°27'42''0; 
ADE=32°51'13",5; A=l m ,51. 

Necunoscuta: AB=34 m ,264. 

151. Se se calculedie inaltimea iinui munte. 

Alegem doue puncte 

C si D ast-fel ca se pu- 
tem mesura cu inlesnire 
si precisiune ua base 
CD. Asiedikm apoi un 
instrument de mesurat 
anghiurile in D, si me- 
surkm angliiul AFE for- 
mat dĉ radia visuale dusa la verful muntelui cu cea 
dusa la punctul E; mutkm pe urma instrumentul in C 
si mesuram anghiul AEF, facut de radiele visuale duse 
la verful muntelui si la punctul F. Trianghiu AEF, in 
care se cunosce EF=CD si anghiurile alaturate ne va 
da* pe AE. Atunci, deca mesurkm si anghiul AEGr fa- 
cut de radia visuale dusa din E la verful muntelui cu 
orizontala EGr, trianghiul dreptanghiul AEGr, in care 
se cunosce hipotenusa AE din trianghiul precedent, si 
anghiul ascutit AEG, va da pe AG. Inaltimea totale a 
muntelui se va afla adaogindlaAGrpe GB=EC=A, inal 
timea instrumentului. 

Essemplu. Date : CD=248 m ,36 ; AFE=58°13'26",3; 
AEF=72T5'20",9 ; AEG=30°37T4",5 ; h= l m ,18. 

Necunoscuta: AB=142 m ,564. 

QUESTIUNI DIVERSE 

152. Se prelungim ua drepta pe pament pene dincolo 
de un obstacul care opresce vederea. 
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Fia drepta AB pe ca- 


gim dincolo de obsta- 
cululO, careimpedeca 
vederea. 

Mesurkm ua portiu- 
ne AB din drepta data; 
apoi alegund un punct C, din care se se veda si drep- 
ta AB, si obstaculul, si partea locului unde trebue pre- 
lungita drepta, mesurkm anghiurile BAC si ABC; atunci 
trianghiul ABC ne va da pe AC. Dupe acesta ducem ua 
drepta dupevoieCD in partea Iocului unde trebuepre- 
lungita drepta, si mesuritm anghiul ACD; trianghiul 
ACD, in care se cunosce AC si anghiurile A si C, ne va da 
pe CD si anghiul ADC. Luand dera pe drepta indefinita 
CD ua lungime egale cu distantia calculata ast-fel, si 
ducund prin D ua drepta DE cdre se faca cu CD un 
anghiu egal cu cel gasit prin calcul, acesta drepta DE 
va fi chiar prelungirea cautata a dreptei AB. 

Essemplu. Date: AB=87 m ,34; BAC=50°13'25",4 ; 
ABC=107°38'9",3; ACD=61°29'32",8. 

Necunoscute: ADC=68°17'1",8; CD=182 m ,284. 

153. Trei puncte de pe pament A,B,C, sunt insemna- 
te pe ua charta; se gasim pe acesta charta si positiunea 
punctului P care este ast-fel situat, ca distantia AB pri- 
vita din P, se vede sub anghiul «, si distantia BC sub an- 
ghiul (3. 

Este evident ch punctul P, 
din care drepta AB se vede 
sub anghiul «, se afia pe seg- 
mentul descris pe AB si ca-‘ 
pabil de anghiul a ; de alta 
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parte P trebuĉ se se afle si pe segmentul descris pcBC 
si capabil de angbiul j 3 . Asia-dera punctul P se va afla 
la intersectia acestor doue segmente. 

Se cere inse a d&tĉrmina prin calcul positia punctu- 
lui P. 

Punem AB=fl, BC=^ BAP=x, BCP=j, ABC=«. 
Trŭanghiul ABP d&: 

BP AB 
sin^: sina ’ 


seu 


gp_flsinA: 

sin a 

Trianghiul BCP dk assemenea: 

BP=* s iBr. 

sinj3, - 


asia-dera 


flsinjc isiip^ 
sin a sinp ’ 

de unde 


sinjc Ssina 
siny dsinP’ 
si dupe proprietatile proportiilor, 


*48 Inse* 


asia-dera: 


sinjc—siny isina—asinj3 
sinjc + sinj &sina + asinP 


sinx —sinj 
sinx + sin/ 


tg- 


% 


*-y 

2 

*+y 

2 


> 


(a) 
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seu 


tg 


x—y 
2 



isina—tfsin[3 
£sin a -(- ^sinP’ 


tg 


x—y 
2 


£sin«—asinp 
£sin«+asinp 



Pentru a face calculabile prin logaritmi acesta equa- 
tiune ; impartim ambii termeni ai fractiunei cu £sina si 
avem: 


Punend 


j_flsinp 

tg x ~y -_j^tg JC+r - 

2 ^_^_asinp 2 
£sin a 


asinj3 

£sin a 


= tg 


si observand ck l^tg45°, relatiunea acesta devine: 


seu 


tz x ~y _ tg45°-tg y x+s 
2 l+tg4 5 °tg? 2 


tg^+^-=tg(45 °-?) 


( 1 ) 


Pe de alta parte suma angbiurilor din patrulaterul 
ABCP fiind de 360°, avem: 

a-f Ĵ3+JC+J+w - 3 6 0°, 
de unde ° 
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—180°- 
2 


2 


( 2 ) 


Equatiunile (1) si (2) ne vor da pe x si y , cari de- 
termina positia punctului P pe charta. 

Gunoscund pe x si y, vom put4 determina si pe BP 
prin ver-una din relatiunile 

BP=-^P* , seuBP=-^B21. 

sin« sinp 

Essemplu. Date: *=5Z 0 £3'2'1",±) p4-42°18'53^,3; 
<o=112°34'32",3; a=2456 m ,13; h=1934 m ,25. 

Necunoscute: *=69°8'27",78 ; j=-82°14'39",22 ; 
BP=2846 m ,918. 

Observare. In cas cand 


a-f-(3-f-u>=180°, 


avem din (2): 


x+y 

2 


= 90°, seu: tg^ - —= 

u 


cc. 


De alta parte, fiind-ck anghiurile opuse «+p si o> din 
patrulaterul ABCP sunt suplementare, patrulaterul este 
inscriptibile; prin urmare si anghiurile x s^y vor fi 
suplementare, si vom av4: 

sinjc—sinj; 

atunci relatiunea (a) devine: 

a _ b 

sin« sinP’ 


seu 

asinp=&sin«, 

si prin urmare 

tg<p=l, si '?=4:b 0 . 

Formula (1) se face in casul acesta : 
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tg 


~^= tgO° tg9 0°=0 X <* = 4- 


2 ° 0 

In cas dera cand celle patru puncte A,B,C,P, sunt pe 
ua aceasi circumferentia, problema este nedeterminata. 

154. Se se reduca ua drepta la ori{ont. 

Fiind data drepta AB si incli- 
narea sea o pe orizont, se cere 
drepta AC redusa la orizont. 

Trianghiul dreptangliiu ABC 
d& imediat: 

AC=AB cose. 

Asia-dera ua drepta redusa la ori{ont este egale cu 
drepta din natura immultita cu cosinusul inclinarii ei pe 
ori{ont. 

Essemplu. Date: AB=193“ 37; 8=8°13 # 25",5. 

Necunoscuta: AC=191 m ,381. 



12 
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CARTEA III 


TRIGONOMETRIA SFERICA. 


CAPITULUL I. 


Proprietatile trianghiurilor sferice. 


155. Trigonometria sferica are drept object resolu- 
tiunea trianghiurilor sferice. 

Laturile trianghiurilor sferice ĉind nisce arcuri de 
cercuri mari alle sferei, se socotesc in grade, minute si 
secunde, ca si anghiurile-; inse deca voim se aflkm lun- 
gimea linearia a unei laturi cunoscund numerul de gra- 
de, minute si secunde ce contine ea, vom put4 face les- 
ne acesta determinare prin relatiunea cunoscuta din 
geometria: 


kR , 

- x 

360 


in care x insemnedia lungimea linearia a laturei, era a: 0 
numerul gradelor coprinse intr’ensa. 

In trigonometria sferica nu vom considera de cat 
trianghiurile sferice alle caror laturi sunt mai mici de 
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A 



cĥt 180°; asia ck, deca unim verfurile A,B,C, alletrian- 
ghiului cu centrul 0 al sferei, formkm un anghiu triedru, 
alle carui fetie AOB, BOC, COA, se 
mesura respectiv chiar cu laturile 
B AB,BC,CA alle trianghiului sferic, si 
alle carui anghiuri diedre pe aretele 
OA,OB,OC sunt egale respectiv cu 
anghiurile A,B,C alle trianghiului. 

Radia sferei in trigonometria sferica se considera tot- 
de-una egale cu unitatea. 

Anghiurile trianghiurilor sferice sĉ notedia tot cu li- 
terele A,B,C, si laturile opuse cu a,b,c. Deca un anghiu 
este drept, i se pune litera A; assemenea deca ua la- 
tur6 este de 90°, se notedia cu litera a. 

156. Beamintim aci principalele proprietati allĉ trian- 
sferice de cari vom av4 trebuintia mai in 


ghiurilor 


urma: 

1°. Suma anghiurilor, A,B,C, dintr’un trianghiu sfe- 
ric este lĵnai mare de cŝ,t doue anghiuri drepte si mai 
mica de cŝt siesse. Urmedia de aci ck in un trianghiu 
sferic pntem av4 nu numai un anghiu drept seu obtus, 
ci si douĉ; chiar si trei. 

2°. Suma laturilor, a,b,c, este mai mica de cŝt ua cir- 
cumferentia. 

3°. Deca din fie-care verf al unui trianghiu sferic 
ABC, cu ua radia de 90°, descriem 
cŝte un arc pe sfera, aceste arcuri 
formedia un nou trianghiu sferic 
A'B'0', care se numesce polar al celui 
d’antaiu, si a) fie-care lature a trian- 
ghiului ABC este suplementaria cvt 
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anghiul opus din trianghiul polar; ast-fel: flH-A'=180°, 
£>+B'=180V4-C'=180 0 ; b ) fie-care anghiu al trianghiu- 
lui considerat ABC este egal cu ua semicircumferen- 
tiaminus laturea opusa din trianghiul polar; astfel: 
A+a'=l80°, B+A=l80°,C + c'=180°. 

4°. Doue tnanghiuri sferice ce se afla pe aceasi sfe- 
ra seu pe sfere egale, sunt egale: a ) cand au un anghiu 
egal coprins intre doue laturi egale; b ) cand au ua la- 
lature egale coprinsa intre doue anghiuri egale; c) cand 
au cŭte-trelle laturile egale; d) cand au c&fe trelle an- 
ghiurile egale. 

Din acesta proprietate resulta ck un trianghiu sferic 
se pote tot de unn resolve cand ni se dau trei ore cari 
din elementele lui, fora a fi necessitate ca printre ace- 
ste elemente se se 1 afle si cel putin ua lature, cum am 
vediut la trianghiurile rectilinii.* 

Problema generale a trigonometriei sferice este dera 
cea urmat.ore : dandu-se trei ore-cari din elementele unui 
trianghiu sferic, se se determine un al patrulea element. 
Acesta problema se va resolve afland relatiuni intre pa 
tru ore-cari din elementele unui trianghiu sferic. Deca 
vom presupune apoi cŭ unul din aceste elemente este 
necunoscut, ceile-alte trei fiind cunoscute, vom putd 
afla elementul necunoscut resolvend equatiunea. 

Celle siesse elemente alle unui trianghiu sferic, com- 
binate patru cate patru, dau celle 15 grupe urmatote: 

Aa l c, Babc, C abc-, 

AB ab, AC ac, BC bc ; 

AB<ic, ABbc, AC ab, AC bc, BC ab, BC ac; 

ABC a, ABC b, APCc. 
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Prin urmare relatiunile ce vom gasi intre patru ele- 
mente alle unui trianghiu sferic vor fi de patru feluri: 
1°. Intre eelle trei laturi si un anghiu; 

2°. Intre doue laturi si angĥiurile opuse la fie-care; 
3°. Intre doue laturi, un anghiu coprins intre elle si 
unul opus la una din elle. 

4°. Intre celle trei anghiuri si ua lature. 


EELATIUNI INTEfi CELLE TREI LATURI SI UN ANGHIU. 



157. Fie ABC un trianghiu sferic, in care presupu- 
A nem ck laturile AC=& si AB=c 

sunt fie care mai mici de 90°. 
Ducem AE iangenta la ax*cul 
AC, si AD tangenta la AB, si 
prelungim aceste tangente pene 
intalnesc radiele OC siOBinE 
si D ; unim apoi D cu E. Dupe definitiunea liniilor tri- 
gonometrice, si fiind-ch radia sferei OA este egale cu 
1, avem: 

AD=»tgc, OD=secc, AE~tg&, OE^seci»; 
pe lunga acestea, anghiul DOE fiind mesurat cu arcul 
BC, avem: DOE—a; si anghiul diedru CAOB, avend 
drept mesura anghiul plan DAE, 

DAE=A. 

Trianghiul rectiliniu DAE da* : 

DE 2 =AD 2 +AE 2 —2 AD X AEcosD AE, 


seu 


E>E 2 =tg 2 c-f-tg 2 &—2tgctg5cosA. 
Trianghiul DOE dhassemenea: 

DE 2 =D0 2 -h0E 2 — 2DOXOEcosDOE, 


seu 


*i02 
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Dlil 2 =sec 2 c+sec 2 &—2seccsec£cosf?. 

Egaland acesta valore cu cea precedinte, 
g 2 £-f tg 2 c—2tgfrtgccosA=s6c 2 & f sec 2 c— 2secbsecccosa, 
de unde: 

2sec£secccos<3=(sec 2 &—tg 2 6)-f(sec 2 c—tg 2 c) 
+2t.gMgccosA, 

* 3 isi fiind-ca* 

sec 2 6— tg 2 £=l, sec 2 c— tg 2 C“=l, 

avem: 

sec£secccos<z=l + tgfrtgccosA, 


seu 


COSC! 


sintsinc 


cosA, 


cosbcosc cosbcosc 

si immultind tota equatiunea cu cos^cosc, 

cosa=cos£cosc+sin£sinecosA. (a) 

158. Formula acesta este generale, adeca esiste chiar 
in casurile cand b si c nu sunt mai mici de 90°, precum 
am presupus in cursul demonstratiunei. 

Se presupunem mai antaiu ca AB=c este mai mare 

U*__ A de 90°, pe cand AC=& este tot mai 

gs x a mic de 90°. Prelungim arcele AB si 
CB pene la intalnirea lor in B'. In 
« trianghiul sferic nou format, AB'C, 

laturea AC<90°, dindate; apoi AB'<90°, c&ci deca 
AB>90°, diferentia sea pene la BAB /= =180° este evi- 
dent ca va fimai mioa de c&t 90°; acest trianghiu im- 
plinind dera conditiunea pusa la inceputul demonstra- 
tiunei precedente ca se aiba Iaturile AC si AB'mai mici 
de 90°, vom avd relatiunea: 

cosCB^cosAB^cosAC+sinAB^sinACcosB^AC, 
si fiind-cd ' 
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CB'=180°—a, AB /= =180°—c, AC—b, B'AC=180°—A, 
avem: 

—cosd ■=•—cosccosfc—sincsin&cosA, 
si scamband semnele, 

cĜsa=cosZ7cosc+sini>sinccosA, 
care este chiar relatia (a); inse acum c>90°. 

Fie inca £>90° si c>90°. Prelungim laturile AB si AC 
pene la intalnirea lor in A', si atunci 
trianghiul BA'C, in care BA'<30° 
rf; si CA'<90°, dk: 

cosBC=cosBA'cosCA' 

-f sinBA^sinCA+osBA^C, 

si fiind-ck 

BC=a, BA /= 180°—c, CA'=180 0 -£, BA'C=A, 
punend aceste valori in equatiune, vom av4 erasi: 

cosa=cosicosc-j-sin&sinccosA ; 
relatiune identica cu (a), inse in care &>90° si c>90°. 

In fine, fiind ch acesta formula subsiste ori-cŭt de 
mult s’ar apropia b si c de 90°, putem admite c& ea 
subsiste si la limita, adeca cand b si c sunt egali cu 
90°. Formula dera este generale. 

Operand in B si C in acellasiu mod cum amfacutin 
A, vom gasi alte doue formule; avem dera sistema ur- 
matore de trei formule: 

cosa=cosicosc-f sin&sinccosA, 
cosb= cosacosc+sinasinccosB, (1). 

cosc =•= cosacos&+sinasin&cosC, 
cari sunt formulele fundamentale alle trigonometriei 
sferice, cŭci din elle se deduc tote relatiunile ce vom 
gasi mai in urma. 
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RELATIUNIINTRE DOUE LATLRI SI ANGHIURILE 
OPUSE. 

159. Scotiend valorea lui cosA din prima din ef[ua- 
tiunile (1), avem: 

cos<2 —cosbcosc 


cosA= 


sinfesinc 


si ridicand la patrat, 

2 . cos 2 <3-f cos 2 bcos 2 c — 2cOSffcos£>cosc 

COS xx-—- 7 ———:—^-1 


mse 

sin s A=l—cos 2 A=l 


sin 2 £sin 2 c 
cos 8 fl -f cos 2 £cos 2 c—2 cosacosta osc 


sin 2 £sin 2 c 

sin 2 £sin 2 c—cos 8 <J—cos 2 &cos 2 c-f 2cosacos£cosc 


sin 2 £sin 2 c 

(1—cos 2 £)(l—cos 2 c)—cos 2 a— cos 2 bcos 2 c+2cosacosbcosc 

sin 2 £sin 2 c 

_1—cos 2 a —cos 2 £—cos 2 c-i-2cosacos&cosc 

sin 2 isin 2 c 

si impartind ambii membri cu sin 2 <z, 

sin 2 A 1 — cos 2 a —cos 2 b — cos 2 c-f- 2 cosacosbcosc 
sin 2 a sin 2 asin 2 £sin 2 c 

Operand assemenea asupra cellei de a doua si a treia 
. sin 2 B . sin 2 C 

equatium (1), am gasi pentru——— si—__aceasi va- 

sm 2 c 

, . , sin 2 A 

lore ca si pentru ■ ; prm urmare 
sm 2 a 

sin 2 A sin 2 B Sin 2 C 


sin c 


sin 2 a sin 2 £ sin 2 c ’ 

si estragund radecina patrata, 

sinA sinB sinC 

±—- ±^^-=±—-; 


sina 


sin& 


smc 


www.dacoromanica.ro 






















PROPRIETATILE TRIANGHIURILOR SPERICE 


185 


inse fiind-ck si anghiurile si laturile trianghiului sunt 
mai mici de 180°*, sinusurile lor sunt positive, si prin 
urmare nu vom lua in equatiunea precedinte de cat 
semnul+pentru fie-care termen ; avem dera sirul dera- 
porturi egali: 

sinA sinB sinC , 0 > 

; — i 7 : ? \“) 

sin a smb smc 

cari esprime ch in ori-ce trianghiu sferic sinusurile an- 
ghiurilor sunt proportionale cu sinusurile laturilor opuse, 

RELATIUNI 1NTRE DOUE LATURI, ANGHIUL COPRINS 
INTRE ELLE SI ANGHIUL OPUS LA UNA DIN ELLE. 

160. Se se gasesca, spre essemplu, relatiunea ce e- 
siste intre elementele a,b, A,C. Trebue se eliminkm pe c 
si pe B intre celle trei equatiuni (1). 

In prima din equatiunile (1) inlocuim pe cosc prin 
valorea sea data de a treia; acea equatiune devine atunci: 

cosa=cosb(cosacosb f-sinflsinftcosCj+sin&sinccosA. 

De alta parte formulele (2) dau: 

. . sinC 

smc=sinci-—. 

sinA 

Punend acesta valore in equatiunea din urma, des- 
facund parentesele si punend pe simz sin6 factor comun 
la termenii unde se afla, avem: 


• • l cosA. \ 

cosa=cosacos 2 ^+sincsiD&[ cos^cosC-fsinC-— ; 

\ sinA J 


trecund pe cosa cos *b in membrul antaiu, 

costf(l -cos^^costfsin^sinflsin^cos&cosC+sinCcotA), 

si divisand prin sinasin#, 

cot«sin&=cos£co8C + sinCcotA. 

In acellasiu mod vom gassi inca alte cinci formule 


56 
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analoge, asia ck sistemul complet se compune din cel- 
le siesse formule urmatorie : 

cot<2sin&=cos5cosC+sinC cotA,' 
cotasinc-=cosccosB+sinB cotA, 
cot£sinc=cosccosA+sinAcotB, /„, 

cot£sina=*cosacosC+sinCcotB, ^ ' 

cotcsina^cosa cosB+sinBcotC, 
cotcsin^cosfoosA+sinAcotC. , 

Eca un mediu-loc facile de & tine minte aceste for- 
mule: voind, spre essemplu, a gasi relatiunea intre ele- 
mentele a,b, B,C, le vom scrie in ordinea urmatorie: 
b a,a C C B, 

adeca: antaiu laturea la care se opune unul din an- 
ghiurile date; pe urma cea-alta lature; aj treilea an- 
ghiul coprins intre laturi, si in fine anghiul opus Ja pri- 
ma lature; elementele de la mediu loc se scriu de c&te 
douC ori. Inaintea elementelor estreme se scriu initia- 
lele cot ; inaintea cellor doue cari vin lunga margini cu- 
ventul sin , si inaintea cellor doue din mediu-loc cos. 
Intre al doilea si al treilea element se pune semnul=, 
intre al patrulea si al cineilea+. 

RELADIUNIINTRE UA LATURE SI CELLE TREI ANGHIURI 

161. Consideram trianghiul A'B'C', polar al trian- 
•156 ghiului dat ABC; avem*: 
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inlocnind pe a\b',c‘, A', cu valorile lor, 

—cosA=cosBcosC—sinBsinCcosa, 
si scamband semnele, 

cosA——cosBcosC + sinBsinCcosfl. 

In acellasiu mod vom gasi inca doue relatiuni ana- 
loge cu acesta, asia cii sistemul complet se compune 
din celle trei equatiuni urmatore : 

cosA=—cosBcosC + sinBsinCcosa,| 
cosB= —cosAcosC+sinAsinCcos£,| (d) 

cosC=— cosAcosB+sin AsinBcosc,) 

FORMULE RELATIVE LA TRIA.NGHIURILE DREPTANGHIE. 

162. Deca angkiul A este drept, avem: cosA=0, 
sinA—1, cotA=0. Punend acesta Ivalore in prima din 
equatiunile (l), ea devine: 

cosa^cosiicosc, (5) 

care esprime ck in un trianghiu sfcric dt eptanghiu co- 
sinusul hipotenusei este egal cu produsul cosinuselor cel- 
lor alte doue laturi. 

163. Equatiunile (2) dau: 

. , sinasinB . sinasinC 

sin£=--—, sinc=--—-—, 

sinA smA 

si pCntru A=90°, 

sin£ = sinasinB, sinc=sinasinC; (6) 

adeca sinusul unei laturi a anghiului drept este egal cu 
sinusul hipolenusei immultit cu sinusul anghiului opus. 

164. Introducund hipotesea A=90° in equatiunile 
(3), obtinem: 

cotasin£=cos£cosC, 

cotasinc=cosccosB, 
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cot&sinc=cotB, 
cotcsin^ =colC, 

si impartind pe fie care din aceste equatiuni respectiv 
prin cos&cota, cosccota, cot&cotB, cotccotC, dobandim 
sistema : 


(7) 


tgb—tgacoaC, 
tgc=tgacosB, 
tg£=sinctgB, 
tgc=sin£tgC. 

Celle doue d’antaiu esprim ck tangenta unei laturi a 
anghiului drept este egale cu produsul tangentei hipote- 
nusei prin cosinusul anghiului oblic alaturat', era celle 
doue din urma, ca tangenta unei laturi a anghiuluidrept 
esie egale cu sinusul celei-alte din aceste laturi immultit 
cu tangenta anghiului opus. 

165. Equatiunile (4), pentru A=90°, dau: 

cosBcosC=sinBsinCcosa, 

cosB=sinCcos&, 

cosC=sinBcosc, 

si deca pe prima din acestea o dividem cu sinBsinC, 
cosa=cotBcotC, 
cosB=sinCcos&, 
cosC = sinBcosc. 

Cea d’antaiu din aceste formule areta cii cosinusul 
hipotenusei este egal cu produsul cotangentelor cellor 
doue anghiuri oblice ; era celle-alte doue, cb cosinusul 
iinui anghiu oblic este egal cu cosinusul laturei opuse 
immultit cu sinusul cellui-alt anghiu oblic . 

166. Dium aci ua metoda mnemonicaforte simplapen- 
tru a se put4 tine minte tote aceste formule. Pe laturile 


( 8 ) 
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anglaiului drept scriem-*- b in loc de 

LJ 

b, si-^-c in loc de c. Atunci, deca 

consideriim trei elemente si deca ace- 
ste elemente sunt consecutipe, cosinusul celui din mediu- 
loceste egal <u produl cotangentelor celor de la mar- 
gini; era deca celle trei elemente considerate nu sunt tote 
consecutive, cosinusul elementului separat este egal cu 
produsul sinuselor cellor-aVe doue consecutive. 

In aceste diverse consideratiuni anghiul A se soco- 
tesce ca cum nici n’ar esiste. 

Spre essemplu, se se afle relatiunea ce esiste intre lii- 
potenusa a si laturilĉ b si c. Aceste trei elemente ve- 
dem ch nu sunt tote consecutive, cŭci a este separat 
de b prin anghiul C, si de-c prin anghiul B. Laturile b 
si c, din contra, sunt consecutive, cŭci anghiul A care 
se afla intre elle un computa. Asia dera, dupe regula, 
vom av4: 

. f T. . 

cos<3=sin ——i 


- — c |=cos£cosc, 


« —-&\inf— — c\ 

12 J U J 

care este tocmai equatiunea (5). 

Se se afle inca relatiunea ce esiste intre a, c, B. Ace- 
ste trei elemente sunt consecutive; prin urmare, dupe 
regula, 


co 


sB=cohzcot^-^-—c 'j=cot< 2 tgc, 


si impartind cu cota, 

tgc = tgacosB, 

* care este a doua din equatiunile (7). 

“-^-jpGelle alte opt relatiuni segasesc tot in acelasiu mod. 
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167. Formulele (5),(6),(7),(8) pot se sepuna sub alte 
forme mai comode pentru caieul, si tot-de-o data mai 
precise, cŭci tote vor da anghiurile si laturile prin tan- 
gentele lor; de acea elle au preferentia in resolutiunea 
trianghiurilor dreptanghie. 

Formula (5) dh: 

, cosa 

cos b= -. 

cosc 

•44 Punend acesta valore in formula cunoscuta* 


tgl = /j^-cos&_ 

2 V 1 + cosh ’ 


avem: 


tgi= 


2 V 


cosa • 

cosc l cos c —cosa 
cosa = v- cosc+cosa 


cosc 


0 . a+c . a —c 
2sm sm—— 


_ a+c a—c 
2cos——cos—-— 


seu 




l-V-: 


a+c , a—c 
tg- 


2 V 2 ° 2 

Deca din (5) am fi scos valorea lui cosc si am fi pus-o 
in formula: 

‘4"Vt 

am fi gasit assementa: 


L—COSC 

. + cos c ’ 


, c a /, a+b , a — b 

18 r V * g -r' tg_ r- 
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Aceste doue formule esprim tangenta unei laturi a 
anghiului drept in functiune de tangenta semisumei si 
semidiferentiei hipotenusei si a cellei-alte laturi. 

168. Prima din formulele (6) dk: 

sin£ 


sina=- 


sinB ’ 


care pusa in formula* 


^ 2 J V 1—sma 


d«i: 


tg^5°+| )=+ 



i n B a / sinB-fsinft 
“ V sinB—sin£ 


sinB 


/ q . B+i> B-b 

' 2sm—■—cos- 


*53 


q . B -b B Bb' 

2sm——- cos—-— 


on 



169. Deca din prima equatiune (6) am fi scos 

sin& 


sinB=- 


sma 
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si am fi pus in 

am fi gasitj dupe ua seria de transformari identice cu 
cele de sus: 


Assemenea si 






tg- 


a—b 


tg 


( 46 "+t)"’ ± ' 


a+c 


tg 


tg 


a—c 


170. Prima din formulele (7) dk: 

cosC=— 

tg^ 

care pusa in equatia 

‘ s t=Vt 


-cosC 


+cosC ’ 


dk: 


tg^ 

S 2 


1 _ tg^ 

tg a _A / tg fl — t ĝb 

'o V tfffl+1 


1+A8T ’ tgfl+tgi 
tgfl 


- 
/ O.f 


sinfl sin& 


V ' cosu cos£_A/sinflcos# —sin&cosfl 
sinfl , sin£ V sinflcosfr+sin^cosfl 


cosfl ' cos£ 
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V 


_ /sin(<3— b) 


sin(a+&) 

Putem dera in locul primelor doue formule (7) se 
substituim pe celle urmatore: 

C 


tg- 


tg 


__ / sin(a— b) 

V sin(a+6)’ 

B _ /sin(a—c) 

2 V sin(a-j-c) 


171. A treia si a patra din formulele (7) dau: 

igb_ 

tgB’ 


t gb . , tgc 
smc=——, sintr- ° 


tgC’ 

cari puse in formulele 

tg( 46 "+f)= ± \/^ £ ' 

V & j V 1—8mc 

•+4W™ 


tg(45 


sin& 


dau, dupe nisce transformari analoge cu celle de la for- 
mulele imediat precedente: 

tgf 45°+-£-V±\ / 8in(B+ ^ , 

2j V sin(B—/>) 

tgf45°+4-V ± ./l^( g ± £) , 

V 2 ) V sin(C—c) 


172. Deca in 


tg 


-=\/i 


—cosa 


2 V 1+cosa 
punem in loc de cosa valorea data de prima din equa- 
tiunile (8), avem: 


\c? a — /1—cotBcotC 
2 V 1+cosBcotC 


V 


sinBsinC—cosBcosC 

sinBsinC + cosBcosC 
J3 
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_ /—cos(B+C) 


6 si fiind-ck* 


cos(B—C) ’ 


—cos(B+C)=cos(180°- B —C), 
to * / cos(180°—B—C) 

° 2 V cos(B —C) 

173. In fine celle doue din urma equatiuni (8) dau: 

, cosB cosC 

cos b= . , cosc=—-—- , 

smC smB 


seu 


cos £=- 


cosB 


cos(90° —C) 
Aceste valori puse in 

tg rV4 


, cos b= 


cosC 


cos(90°—B) 


-cos b 


-f-cos b 


uau : 



cos(90°—C) — cosB 
cos(90°— C) + cosB 


cos(90‘’—C) 


2sin 


45° 


B — C 


. ( 

sm 


-45° + 




2cos^45 


B-C 


cos 


'_45"+!±5l 
2 ) 


seu 


tg; 


V 


+j ko+B+C). f K o,B-C) 

tg| _45 + — + —2~ 


assemenea: 

c 


tg c 


=\J tg —45 


o i B+C 


2 v "l 1 2 

T . v 

174. Deca din celle doue din urma equatiuni (8) am 


tg[45»-t Ct 
2 


fi scos 
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cos(9Q°-B)=— sC , si: cos(90 0 -~C) = -^?, 
cosc cos£ 

si le-am fi substituit in* 


( 


450-B] 

2j 


tg 
tsri 45°— 


1—cos(90°—B) 


2) 


Vi 


l + cos(90°--B)’ 


— cos(90°—C) 


l+cos(90°—C)’ 
am fi avut, dupe diferite transformari, analoge cu alte- 
le pre cari le-am mai vediut deja: 


tg 


45"-? 


/. C+c, C-c 

V g x 8 x’ 


• , c 1 /. B+5 . B—5 


tg|«"+ir)_ v /tg. 2 


tg- 


C-c 


si facund inversa, 

co|45°_^tg(45° + -f-)= ± V cot W cot 
cot(45°— j ) = tg(45°+^)=±V cot5±_*cot^A 


PORMULE RELITIVE L4l TRIANGHIURILE 
RECTILA.TERALI. 

175. TJn triangbiu sferic se numesce reciilateral cand 
una din laturile selle, a, este de 90°. 

Formulele relative la trianghiurile rectilaterali le 
vom deduce, ca si pe celle pentru triaDghiurile drept- 
anghie, dinformulele generali (1), (2), (3), (4), facund 
a=90° ; atunci : cosa=0, sina=l, cota=0, si aceile 
e<4uatiuni devin: 

cosA=—cosBeosC, (1) 


*53 
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sinB“ r sinAsin&,) (2) 

sinC=sin Asinc J 


tgB=—tgAcos^, 
tgC“=*—tgAcosfr, 
tgB=sinCtg&, 
tgC=sinBtgc, 


(3) 



cosA= — cot&cotc, 

cos&=cosBsinc, (4) 

cosc=cosCsin&. 

176. Ecaua metodamnemonicacomoda p^ntru a tine 
9 olq minte aceste formule. Scriem pe fi- 

gura 90° — C in loc de C, 90° —B in 
loc de B, si 180°—A in loc de A. 
Atunci, voind a stabili ua relatiune 
intre trei elemente consecutive alle trianghiului (laturea 
a nu se socotesce), vom av4 cosinusul elementului de la 
mediuloc egal cu produsul cotangentelor elementelor de 
la margini; era dera celle trei ellemenle nu sunt consecu- 
tive, cosinusul elementului separat va fi egal cu produsul 
sinuselor cellor-alte doue. 

Fie, spre essemplu, a se gasi ua relatiune intre ele- 
mentele C ,b,c. Aceste elemente, nefiind consecutive, 
c&ci c este separat de celle-alte doue prin anghiul A, 
avem: 

cosc“=*sin(9 0°— C)sin&=sin^cosC, 
care este a treia din (4). 

Se se gasesca ua relatiune intre A,B,C. Aceste ele- 
mente nu sunt consecuti^e; deci 

cos( 180°—A)=sin(90°—B)sin(90°— C), 

seu 
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—cosA=cosBcosC, 
care este equatia (1). 

Se gasim, in fine, ua relatiune intre B,C,£>, cari sunt 
consecutive; avem, dupe regula data: 

cos(90°—c)=cot(90°—B)cot£, 
seu 


ori 


sinC=tgBcot£, 


tgB=sinCtgb, 
a treia din formulele (3). 


FOKMULE CALCULABILE PRIN LOGARITMI CARI DAU 
ANGHIURILE IN FUNCTIUNE DE LATDRI, 


177. Din celle patru sisteme de formule ce am gasit 
la 158, 151, 160, 161, numai formulele (2)* sunt calcu- 
labile prin logaritmi; trebue se transformkm si pe cel- 
le-alte ast-fel ca se se pota si elle calcula prin logaritmi. 

Formulele (1)* pot se ne dee angbiurile in functiune 


de laturi; asia cea d’antaiu din elle dk: 

. cosa — costaosc 

cosA=- ; - ; -; 

sin&sinc 

inse acesta espressiune nu este calculabile prin loga- 
ritmi. 

Vom pune acesta valore in equatiunile 



1—cosA 


2 


J 


eoA-V 1 + C03A 

2 V 2 


! 


«159 


*I53 


si vom avea: 


. A 

sin —=. 
2 


1 


cosa—cos^cosc 
sin&sinc 


2 



sin&sinc+cos&cosc—cosa 
2sin£sinc 
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»156 


81 



-V 


cos a — cos£cosc+sin/<sinc 


2sin£sinc 


-V 


cosa—cos(Zi-)-c) 


a-\-b-\~c . 
sm-sm 


b\q— a 
2 ' 


2sin£sinc — V sin^sinc 

Punem 

a+bi c=2p ; 

scadiend successiv din ambii membri ai acestei equa- 
tiuni 2a,2b,2c , si divisand cu 2, avem inca: 
b-\-c—a a-\-c — b , a-\-b — c 

2 ’ 2 2 r 
Substituind aceste valori in equatiunile la cari am 
ajuns mai sus, avem : 

A 


sm 




sin(jc—i»)sin(p — c) 


sin6siuc 


C0S A = . / 8inj>sin(p-a) 
2 V sinĉsinc 


Operand in acellasiu mod asupra cellei de a douasi 
a treia equatiuni (1)*, vom obtine alte doue parechide 
fprmule; in totul dera averu celle doue.sisteme urma- 
tori$, 
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sin/^-= 

2 

. B 
sin—= 
2 

. C 

sin -= 
2 


sin(j3 — 3)sin(/i—c) 
sin^sin c 

sin (p — j)sin (p —c) 
sinjsinc 

sin(/> — d)sin(p — b) 
sinasiri# 


( 1 ) 


A ./ 
cos-= \/- 

2 V 


sinj7s ; n(/7— a) 
sin/>sinc 


co 8 ®-_V-^ 
2 V Rim 


smpsin(p— b ) 


smtfsmc 


cos 


C_^ / sinpsin(p—c) 

2 V sin< 2 sin£ 


( 2 ) 


Divisend respectiv equatiunile (1) prin (2) si facund 
reducerile, obtinem ua noua seria de formule: 


t A i / sinfp — /QŜm(p — c) 
2 V sirpsin(j?— a) 


tg B sinfp—a)sin(p - c) 


sinpsin(/7— b) 


(3) 


t C \ / si n(p - a)s\n(p — b) 

° 2 V sinpsinfp—c) ’ . 

Aceste trei sisteme de equatiuni ne dau sinusul, co 
sinusul si tangenta semianghiurilortrianghiului in func- 
tiune de laturi. 

La tote radicalele trebuĉ se se ia semnul +, cŭci ju- 
metatile anghiurilor A, B, C sunt mai mici de 90°, si 
prin urmare liniile lor trigonometricĉ sunt positive. 

Ca mediu practic de a memĜra aceste formule, vom 
observa cii factorii de sub radicale sunt identici cu cei 
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de sub radicalele din formulele (4),(5),( 6 ), de la § 106, 
cu singura diferentia ck li s’a pua inainte la fie-care 
cuventul sin. 

FORMIJLE CALCULABILE PRIN LOGARITMI CARI DaU 

LATURILE IN FUNCTIUNE DE ANGHlURI. 

178. Punem 

A+B+C— 180°=e. 

Quantitatea e, egale cu diferentia intre suma anghiu' 
rilor trianghiului si 180° se numesce esces sferic si are 
mare importantia in trigonometria sferica. 

*I56 Consideriim trianghiul polar A'B'0' al trianghiului 
dat ABC. Anghiurde acelui trianghiu polar vor fi*: 

A /= 180°— a, B'=180°—fc, C^ISO 0 —c, 
era laturile lui, 

+=180°— A, &'=180°—B, c'=180°—C; 
facund suma acestor trei din urma egalitati si insem- 
nand cu 2p' perimetrul < 2 '+ 6 '+c' al trianghiului polar 
A'B'C', vom av4: 

++£ / +c / =2p'=360°—(A + B+C —180°); 
impartind cu 2 si observand cŭ A+B+C— 180°=e, 

»'=180°-^; 
r 2 ’ 

prin urmare. 

p'—+=180°———(180°—A)=A— A, 

2 2 

p '— b'= 1 80° —-A — ( 180°— B)=B— 

2 2 

p' —c /= 180°— -1. —(180°—C)=C——. 

2 2 
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Aplicand trianghinlui polar formulele (1),(2), avem: 


A' _\j sin(/j' — b‘)sin{p' —c') 
2 * sin&'sinc' 


A' \ /sin p sm (p — a ) 
eos—— = V — . ... , —- 

2 ’ sm5 smc 


si punend in loc de A',p‘.p‘ — a,p’ — b',p' — c',a',b',c‘, va- 
lorile date mai sus, vom arĉ: 


seu 





sinBsinC 


Operand tot assemenea si asupra cellor alte din equa- 

tiunile (1) si (2), am gasi si espressiunea luicos-, sin~' 

c . c . ^ 

cos—, sin—. Eca fomulele la cari ajungem : 
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( 4 ) 



sinfA — — 
^ 2 


sm 


°—ij 


sinAsinC 


cos 


/ 

f \ 


t \ 

/ sin 

A—— 

sin 

B — — 

c __\ / 

l 2 J 


2 


( 5 ) 


V sinAsinB 

Impartind respectiv formnlele (4) prin (5), gasim inca: 



( 6 ) 
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In tote aceste formule, radicalele trebue luate tot cu 

semnul+, cŝci arcurile l1 ,—,-sunttotemai mici decat90". 

2 2 2 

FORMULELE LUI DELA.MBKE, 

179. Deca in 

A+B . A B . . B A 

-= sin cos—Lsm—cos— 

2 2 2 2 2 

inlocuim pe sin—, sin?, cos—, cos— cu valorile lorda 
2 2 2 2 

te prin formulele (1) si (2) avem : 


sin- 


sin 


A+B /smpsin~(p -b) sin(p—c) 
2 ’ sinasin£sin 2 c 

^ sinpsin' 2 (p—<z)sin(p — c) 


sinasin£sin 2 c 

sin(p— b) \ /sinpsiidp — c) ± sinfp — /sinpsiidp— ĉ) 

V sindsi 


+ —. 


sinc T sinasinZ? sinc 

sin(p—a)+sin(p— b)\ j sinpsinfp — c) 
V sinuisi 


A /sinpsin! 
V sin/7si 


sinasin(> 


sinc 


Inse 


sin<JsinZ> 

» *- r * 


sintp- a)+Mp- »- 2 sm?£r£l* c „ s t=*Z ( ?_-Zfl 


0 . c <Z—+ 

2sm cos-, 

2 2 J 


smC“=2sin-cos-, 


si dupe (2), 


—c) C 

——=cos—. 
smtfsmc 2 


Punend tote aceste valori in equatiunea de sus si 

simplificand fractia cu factorul 2sin , remane: 

2 
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. A+B 

sin—--: 


cos- 


a—b 

T~ C 

-cos—, 

c 2 


cos 


seu 


. A+B 

sm- 


cos- 


a — b 


C 

cos — 

2 


cos- 


Deca tot ast fel in 


sin- 


A—B . A B . B 


cos 


cos- 


2 

A+B 
2 

A-B 
2 

. A 


sm-cos-—sm-cos-, 

A B . A . B 

= cos —cos——sm^ sm 

2 2 2 2 

A B . . A . B 

= cos — cos—+ sm— sm—, 


B A B 
inlocuini pe sin^,sin—, cos—, cos — cu valorilelor date 
F 2 2 2 2 

prin (1) si (2), si facem acelleasi transformari ca si mai 
8us, gasim inca trei equatiuni. In totul dera avem a- 
ceste patru formule: 


sm 


A+B 


cos- 


a — b 


sin- 


C 

cos— 

2 

A-B 


cos— 

2 

. a—b 
sm—— 
2 


C 

cos— 

2 


. c 
sin- 
2 


( 7 ) 
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cos 


A+B 


cos- 


a-\-b 


. C 

sm— 

2 

A-B . 
cos —-- sin- 


c 

cos- 

2 

a-hb 


. G 

sm- 


. c 
sm - 
2 


(7) 


Aceste formule esprime reletiuni intre cŭte-siesse e- 
lementele trianghiului. Elle au fost descoperite de De- 
lambre, din care causa si porta numele lui. 

Eca cum se pot memora aceste formule ’. deca an- 
ghiurile sunt puse in primul membru si laturile in al 
doilea, precum sunt in tabelul (7), observkm: 1° c& in 
primul membru la numerator si la numitor se afla doue 
linii trigonometrice diferite, pe cand in membrul aldoi- 
lea ambii termeni ai fractiunii coprind linii trigonome- 
trice assemeni; 2° cand la numerator in un membru se 
afla un sinus, la numeratorul membrului cellui-alt se afla 
semnul—; deca la cel d’antaiu se afla un cosinus, cel- 
alt coprinde semnul+. 

ANALOGIILE LUI NAPIER, 

180. Divisend membru cu membru pe antaia din re- 
latiunile (7) cu a treia, pe a doua cu a patra, pe a pa- 
tra cu a treia, si in fine pe a doua cu antaia, obtinem 
urmatorea seria de patru formule, descoperite de Na- 
pier, din cari fie care coprinde cŭte cinci elemente alle 
trianghiului: 
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A+B 


t»' 

° 2 


cos 


a-b \ 


, C a-f-b 

COt ~2 C08_ 2 ~ 

A,—B . a—b 

tg—-— sm—— 


,C . a+b 

cot—— sin- 

2 2 

. a+b A—B 

tg—-— cos--- 


cos- 


A+B 


tg— 
S 2 


, a — b . A—B 

tg 1 -sm- 

2 2 

, c = A+B 

tg— sin-- 

6 2 2 


( 8 ) 


sfrSPRESSIUNI DIVERSE ALLE ESCESULUI SPERIC. 

181. Suprafatia unui trianghiu sferic fiind ua func- 
«219 tiune a escesului seu sferic, dupe cum vom ved4 indata*, 
este important a av4 mediuloce prin cari se putem de- 
termina direct acest esces sferic. 

»178 Immultind membru cu membru Oquatiuiiile (6)* cari 
cl b 

dau pe tg- si tg— in functiune de angbiuri, avem: 

2 2 


. a, b . 

tg;- tg— 
6 2 °2 


. 9 £ 

sin* 5 —sm 


A- E 


l 2; 

1 2 J 


1 


£ 

r ~2 


(b-+' 1 

sin 2 

f C— 

t 2; 


l 2 
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sin 

2 


si n— 
2 


sinfc-A 1 

sinCcosh — sin £ cosC 

1 2 j 

2 2 


si divisend sus si jos cu sin-i-, 

u 

, a b i 

*e ŝ tg 2’ 


sinGcot——cosC 
2 


de unde 


cot—-=. 


Cot—cot-4-cosC 
2 2 


( 9 ) 

2 sinC 

equatiune care dk espressiunea escesului sferic infunc- 
tiune de doue laturi alle trianghiului si de anghiul co- 
prins intre elle. 

182. Din 

A+B+C— 180 °=e 

deducem: 


A+B 


=90°- 


C- E 


2 2 
Punend acesta valore in prima din formulele lui De- 
lambre, avem; ^ 

C—e a—b 


cos- 


cos- 


C 

cos — 

2 


c°+ 


de aci, dupe proprietatile proportiilor, 

C — 


cos- 


C a — b c 

cos— cos-—cos- - 

2 2 2 


cos- 


C—« 


C a—b c 

-cos— cos_^_+cos— 
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«46,47 Seu 


0 . 2C—£ . £ o . c—a+b . c+a—b 

2sm-sm— 2sm-sm- 

4 4 4 4 


0 2C—e e 0 c—a + b c+a—b ’ 

2cos--cos— 2cos-cos— - 

4 4 4 4 


ori 


, 2C —e , e , p—a. p — b 

*« — r -*gT ~ te: 2 tg 2 • 


(a) 


In a treia din formulele lui Delambre inlocuim asse- 

A-f B . q/ -.q C — £ • 

menea pe-prin 90——-—, si avem : 


. C £ 

sm- 


cos 


a+b 
~2~ . 


sm 


C 


cos- 


de aci 


. C—£ . C a+b c 

sm 2 ~ — sln y C 08 ——COS— 

• C—£ . . C ~ a+b . c 

sm—_— + sm— cos—-f-cos— 


seu: 


2sin—cos 

4 4 


2C—£ o • a+b+c . a+b—c 
2sm—*-sm--- 


o . 2C—e £ o a+b+c a+b —c 

Jsin-cos— 2cos—■—'—cos—-- 

4 4 4 4 


din care 


tg 


tg— 

*_=tg ? -tg£=£- 

2C—e 2 


(b) 


Immultind acesta equatiune cu (a), 


www.dacoromanica.ro 




































PROPRIETATILE TRIANGHIURILOR SEERICE 


209 


tgAA _ tg? , g p=t tgP-ZE ., 

6 4 S 2 S 2 2 2 

si estragund radecina patrata. 

Acesta formula, descoperita de Simon Lhuillier din 
Geneva, dd escesul sferic in functiune de celle trei la- 
turi alle trianghiului. 


RADIA. CERCULUI. CIRCUMSCRIS. 



183. 'Fie trianghiul sferic ABC ; unim polul 0 al cer- 
cului circumscris cu verfurile trianghiu- 
M\\ lui prin arce de cercmare, si duceminca 
arcul OD perpendicular pe laturea b. 

Distantiele polare OA, OB, OC fiind 
egale, avem: 

“UAB - OBA, OBC=OCB, OCA=OAC. 

Punem: 

a=OAB = OBA, P=OBC=OCB, y=OCA=OAC. 
Dupe figura, 

a+r=A, 

a+p=B, (a) 

p+y=C. 

Adunand aceste egalitati si divisend cu 2, ohtinem: 

. +p+ ,.A±|±c_I^±l = 9o-+^. (b> 

Din ace ta egalitate scadiend pe rand egalitatile (a), 


«= 90 ° - 
p=90°— 
r=90®- 


c -i)' 

A -ii 
B -ii 


(c) 


n 
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*164 


Acum trianghiul dreptanghiu ADO da, dupe a doua 
din formulele (7)* : 

tgAD=tgAOeosr; 

punend AO="R, radia cautata a cercului circumscris; 
suhstituind in loc dervalorea sea data prin (c), si ob- 


servand inca cŝi AD = 


AC 

2 


b 

2 ’ 


cŭci AOC este isoscel, 


avem: 


seu 


tgR 8111 (b—| 


tsr- 


tgR=- 


sin] B—-ĝ 


( 1 ) 


formula care dŭ radia cercului circumscris in functiune 
de ua lature ore-care, de anghiul opus si de escesul 
sferic. 

£ 

Deca in (1) inlocuim pe tg—prin valorea seadatade 

U 

»163 equatiunile (6)*, avem : 
tgR= 


sinvisin B — 


sin^A —||sin 2 (b ~-|l sin^C—j 


seu 


sin 


tgE=) 


• (. o • o *_r 

sin A — u sin B—o 

l 2 i l 2 


sin^C—ĝ 


( 2 ) 


care d k radia cercului circumscris in functiuue de an 
ghiuri. 
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RADIA CERCULUIIN T SCRIS. 

184. Fie 0 polul cercului inscris la trianghiul ABC. 
Arcurile de cerc «lare AO, BO, CO, impart angliiurile 
A,B,C, in c&te doue parti egale, si din 
egalitatea trianghiurilor BOFcuBOD t 
0 AOF cu AOE, COE cu COD, resulta: 
BF=BD, AF=AE, CE=CD; 



<z+£+c=2BD -f 2DC+2AE, 
p=BD-)-DC4-AE=a+AE, 


A 

asia-dera 

seu 
de unde 

AE=p— a. 

Trianghiul dreptanghiu AOE d&, dupe a treia din 
formulele (7)* 

sinAE=coiOAEtgOE. 

Insemnand cu r arcul OE, radia cautata a cercului 
inscris, si punend in loc de AE si OAE valorile p^-a 

. A 

S1 2’ . A 

sinfp—fl)=cot-tg>, 

u 

seu tgr =t g£ sin (p—a). 

A 

Substituind in locul lui tg- valorea sea data prin e- 
quatiunile (3)* si reducund, 


tgr= y/ sin(p — <3)sinfj7— b)s'm(p—c) ^ 

sinji 

Acesta equatiune dk radia cercului inscris la trian- 
ghiu in functiune de laturile.lui. 


*164 


»177 
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BADIELE CERCURILOR EKINSCRISE. 


185. Fia trianghiul ABCL Se scie cH, pentru a con- 
strui cercul esinscris la ua lature ore- 
care a , se duc arcurile BO si CO, bis- 
sectritie alle anghiurilor esteriore CBF 
si BCE, si punctul lor de intersec- 
tie 0 este polul cercului exinscris la 
laturea a. Radia acestui cerc se ga- 
sesce ducund arcele OF-, OD, OE, res- 
pectiv perpendicularie pe celle trei la- 
turi alie trianghiului. 

Trianghiurile egale BDO si BFO dau: 

BD=BF; 

assemĉnea, DCO si CEO fiind egale, avem: 

CD=CE; 

prin urmare 

AF=AB+BD, > 

“ AE=AC-f CD, 

si adunaud, 

AF4-AE = AB -f AC+BC=2^, 
si fiind-ck AF=AE din egalitatea trianghiurilor AFO si 
AEO, 

AF=p. 

Triangluul dreptanghiu AFO dh: 

sinAF=cotFAOtgFO; 



punend in locde AFvalorea seaj>, insemnand peFO cu 
«. radia cercului exinscris la Iaturea a, si observand ck, 
din causa egalitatii trianghiuriior AFO si AEO an- 


ghiul FAO=~, 

§ 


avem: 
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seu 


sin/J=cot-tga, 

U 


tg“=tg^sinp; 


, A 


inlocuind pe tg— cu valorea sea data de equatiile (3)* 

a 

si facund reducerile, 

/sin psin(p — &)sin (p —c) 

- 


tg“ 


sin (p — a) 


Assemenea vom afla si: 


tgP= 


sinpsin(p — a)sin(p—c) 


sin(p— b) 


/sinpsinfp—A)sin(j>— b) 
tg»' y nin(p—c) 


d) 


»177 
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CAPITULUL II. 


Resoluliunea trianghiurilar sferice, 

186. Mai nainte de a intra in resolutiunea trianghiu- 
rilor sferice, vom reaminti urmatorele doue teoreme, 
forte importante, din geometria. 

Pentru ca cu trei laturi date se fie possibile ase con- 
strui un trianghiu sferic, este necessariu si de ajuns: 
1° ca fie-care din laturile date se fie mai mica de c&t 
suma cellor-alte doue; 2° ca suma cellor trei laturi se 
fie mai mica de cŝ,t ua circumferentia de cerc mare. 

Pentru ca cu trei anghiuri date se fie possibile a se 
construi un trianghiu sferic, este necessariu si de ajuns : 
l°casumaanghiurilor date se fie mai mare decatdoue 
anghiuri drepte si mai mica de cŝt siesse; 2°ckcelmai 
mic dintre elle, marit cu doue anghiuri drepte, se de 
vina mai mare de cŝt suma cellor-alte doue. 

Trebue- se observkm assemenea cŝ> deca un aughiu 
seu ua laturea trianghiului sferic suntdateprincosinu- 
sul, tangenta seu cotangenta lor, ellesuntpe deplinde- 
terminate, cŝci valorea lor fiind coprinsa intre 0° si 
55 1 S0 n *, semnul liniei lor trigonometrice ne va areta deca 
sunt mai mici seu mai mari de 90°. Deca inse anghiul 
seu laturea sunt date prin sinusul lor, elle nu mai sunt 
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cu totul determinate, cŝ,ci la ua aceeasi valore positiva 
a sinusului correspund doue arcuri, suplementarie unul 
altuia. 

Pe de alta parte, deca un angĥiu seu ua lature vor 
fi date prin un cosiuus, ua tangenta seu ua cotangenta 
negativa, va trebui se lukm nu chiar angliiul seu latu- 
rea date de table, ci suplementul lor, cŝci numai arcu- 
rile coprinse intre 90° si 180° au acelle linii trigonome- 
trice negative. 

RESOLUTIUNEA. TRIANGHlURILOR DREPTANGHIE. 

187. Se scie cŝ un trianghiu sfericpote se aibasi doue 
anghiuri drepte, si chiar trei. Inse in casul cel d’antaiu 
se scie ck celle doue laturi cari sĉ opun la anghiurile 
drepte sunt fie-care de cŝte 90° era a treia lature este 
egale cu anghiul opus. In casul al doilea cŭte trelle la- 
turile sunt de cŝte 90°. Prin urmare, aceste doue ca- 
suri nedand loc la nici ua problema, ne vom ocupa nu • 
mai de resolutiunea trianghiurilor ce au nurnai un an- 
ghiu drept. 

Acesta resolutiune presenta siesse casuri: 1° cand 
se dau celle doue laturi alle anghiului drept; 2° ua la- 
ture a anghiului drept si hipotenusa; 3° ua lature a an- 
ghiului drept si anghiul oblic adjacent; 4° ua lature a 
anghiului drept si anghiul oblic opus; 5° hipotenusa si 
un anghiu oblic; 6° celie doue anghiuri oblice. 

188. Casill I. Dandu-se lalurile b si c, se se resolve 
trianghiul. 

Se cere a , B, C. 

Hipotenusa se va calcula prin formula (5);* 

COS4 — cos&cosc, 


*I6‘2 
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Angĥiurile B si C sunt date prin celle doue din urma 
din formulele (7)*, din cari scotem: 

tgB_-®-, tgO=-lŝ C 
sinc sido 

Deca hipotenusa a nu este bine determinata prin co- 
sinusul seu, vom calcula mai intaiu pe B, si apoi a va 
*t fi 4 fi dat prin a doua formula (7)*: 

tgc 


t ga= 


cosB 


Trianghiul are tot-de-una ua solutiun^. 

189. Casul II. Dandu-se hipotenusa asilaturea b se 
se resolve trianghiul. 

Se cauta c, B, C. Le vom gasi prin (5)*, prima din 


*162 

***i 64 ^** s * P r ^ ma (7)* 111 *, eari dau: 

cosa . t, sin£> 


cos c=- 


-, sinB=- 


, cosC=- tg ^ 


(a) 


cos b ' sina ' tga 

Inse fiind-cŝt aceste formule dau elementele necunos- 
cute prin sinusulseu cosinusul lor, cari nu le determina 
cu destula precisiune in unele casuri, este mai bine a 
intrebuintia formulele urmatore, gasite la 167, 169 si 
170, cari ne dau acelleisi elemente prin tangenta lor: 




(45« + |)= ± 





i~b) 
i (a+J) 

Aceste formule sunt si mai comode, cŭci nu cer de 
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cŭt cautarea a patru logaritmi: tg^^, tg —sin(a-£), 


sin(a-|-£), pentru calculul cŝ,tor trelle elementele. 

Pentru ca problema se fie possibile, formulele (a) ne 
areta ck trebue se avem : 

» 

sin£<sina; 

atunci vom avd assemenea: 

cosfl<[cos£, tg£<tga, 

si vom avd pentru sin B, cosc, cosC valori reale Ins6 
pentru ca sin£ se fie mai mic de ctt sina, deca a<90°, 
trebue se avem: £<a, seu : £>180°—a; era deca 
a;>90°, b^>a, seu: Z»< 180°-— a . Canda = 90°, sina=T,si 
in acest cas avem tot de-una: sin&<sina. Deca aceste 
condiiiuni sunt implinite, problema are ua singura so- 
lutiune, de si anghiul B este dat prin sinusul seu, cŭci 
formula 


sinB= 


sin£ 


sma 

ne areta ck B si b sunt amendoi de o data inferiori seu 
superiorilui 90°, c&cisinB si sin b cresc si semicsioredia 
impreuna. Tot prin acesta observatie vom put4 alege 
pe care din semnele+seu — trebue se lukm in formula 


care 



cand intrebuintikm a doua si- 


stema de formule. 

190. Casul III. ‘Dandu se laturea b si anghiul C, se 
se resolve trianghiul. 

Trebue se se gasesca, a,c, B. Pentru acesta intrebuin- 
tiam a doua din formulele (8)*, prima si a patrii din (7)**: 

cosB^cos^sinC, tga— -^^ tgc=sin£tgC. 

cosC 


*t65 

** 16 l 
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Deca angĥiul B nu e bine determinat prin cosinusul 
seu, calculdm mai antaiu pe a seu c, si pe urma B ra 
fi dat prin ver una din formulele urmatore : 

cotB—costffgC, cotB=sinccotft. 

Triangbiul are tot de-una ua singura solutiune. 

191. Casul IY. Se se resolve un trianghiu dreptan- 


ghiu cunoscund laturea b si anghiul opus B. 

Necunoscutele sunt a,c, C. Yom intrebuintia prima din 
formulele (6)*, a treia din (7)** si a doua din (8)*** 

rh p.nsTt 

(a) 


sin£ . tgb . ^ cosB 

smci=-—, smc = —, sinC=- 

sinB tgli cos b 


*HJ3 

**I(M 

***lt)5 


seu mai bine formulele urmatore, aflate la 168, 171 
si 174: 



192. Discutiune. Ori care din acfeste doue sisteme de 


formule am intrebuintia, pentru fie care necunoscuta 
vom gasi cate doue valori suplementarie, caci primul 
sistem ne dk necunoscutele prin sinusurile lor*, era cel *ise 
de al doilea coprinde radicale cu semnul duplu. Se ve- 
dem dera pe cari din valorile date de aceste equatiuni 
trebue se le luam impreuna. 

1°. Deca B, prima sistema dii: 

sina = sinc=sinC= 1, 

si prin urmare 

a=c=C"=90°. 
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In acest cas dera triangbiul este bidreptanghiu. 

2°. Deca b< 90°, cos£, tg b sunt positive; si fiind-c^, 
c si C sunt mai mici de cŝ,t 180°, adeca sinc si sinC 
sunt positive, vedem, dupe formulele (a), ck si tgB si 
cosB sunt positive, adeca B<90°. Pe lunga acestea, a 
celeasi formule ue areta ck b<L B, c&ci alt fel sino, sinc, 
sinC n’ar avĉ valori reale. Se presupunem cii, aceste 
conditiuni sunt implinite tote. Formula 

COSfl = COS^COSC 

ne areta ck, cos b fiind positiv, cosa si cosc au tot-de- 
una acellasiu semn, si prin urmare a si c sunt ameu- 
doue de ua data mai mici de 90°, seu de o-data mai 
mari de 90°. Equatiunea 

tgc=sin£fgC 

ne areta assemenea ck c si C sunt erasi amendouemai 
mici seu ainendoue mai mari de 90°. Prin urmare, deca 
insemnkm cu a\c',G' valorile mai mici de 90°pecari ni 
le dau tablele pentru a,c, C, solutiile problemei vor fi 
a=a\ c=c‘,G=G\ 
seu 

u=180°— a\ c=180°— c\ C=180'—C'. 

8°. Deca £>90°, formulele (a) ne areta ck, pentru 
ca a,c, C se fie reale si mai mici de 180°, trebue se a- 
vem inca B>90°, si b> B. Deca aceste conditii vor fi 
implinite, in equatiunea 

cosa^cosbcosc 

cos b fiind negativ, trebue ca cosa si cosc se fie de sem- 
ne contrarie, adeca a si c se fie unul superior si altul 
inferior lui 90°. De alta parte formula 

tgc=sin&tgC, 

in care sin b este positiv, aceta ck tgc si tgC sunt de a- 
cellasiu semn, si prin urmare c si C sunt in acellasiu 
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timp inferiori seu in acellasiu timp superiori lui 180°. 
Insemnand dera erasi cu a',c',C‘ valorile mai mici de 90° 
pe cari le dau tablele pentru a,c,C, solutiile problemei 
vor fi: 

a=a‘, 0=180°— c', C=180°-C', 
seu 

a=180°-a‘, c=c', C=C'. 

Tabelul urmator coprinde in resumat tote aceste dis- 
cutiuni. 


b =B.1 solutiune 

(trianghiu bidreptanghiu); 

B>90°. . 0 solutii; 

0 B<90°,&>B .... 0 solutii; 

*< 90 a=a\ a=180°— a', 

B<90°,£<D; 2solutii c=c', c=180°— c‘, 

C=C\ siC=180°—C'; 

B<90°.0 solutii; 

, nnc B>90°,£<B .... 0 solutii; 

^> 90 f a=a', a=180°— a, 

B>90°,£>B,2 solutii c=180°— c', c=c', 

[C=180°—C', si C=C'. 

193. CilSUl Y. Se da hipotenusa a si anghiul oblic 
B, si se cere a se resolve trianghiul. 

*i63 Necunoscutele b,c, C le calculkm prin formulele (0)*, 

^165(7)** si (8)***: 


sini>=sinasinB, tgc=tgacosB, tgC= 


cotB 


cosa 


Deca laturea b nu este bine determinata prin sinusul 
seu, vom calcula mai antaiu pe c seu pe C, si apoi vom 
av6 pe b prin 

tg£=sinctgB, tgb=tga cosC. 

Problema are totnle-una ua solutiune unica. 
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194. Casul VI. Dandu-se anghiurile oblice B si C, 


se se resolve trianghiul. 


Se cauta a,b,c, j>re cari le putem avĉ prin formulele: 


cosa=cotBcotC, cosb= 


cosB 


cosc=- 


cosC 


sinC ’ sinB ’ 
seu mai bine prin celle urmatore, gasite la 172 §i 173, 
cari dau laturile prin tangentele lor : 


. a 

V 


c oBtiSO 11 —B-C) 
cos(B—C) J 


igt- 

°2 

tg—= 

2 


tg 


B+C 


—-45° 




(B- 


—-f 45°^ 


tg 


fB+C 


-45 a tg 


( C-B 


2 


-45°. 


Prima formula din a doua sistema ne areta c«i, pen- 
tru ca problema se fie possibile, trebue c&: 1° suma 
B+C se fie maf mare de 90® si mai mica de 270°; 2°dif- 
ferentia B —C se fie mai mare de—90° si mai mica 
de+90°. In aceste cĉmditiuni, cos {180°—(B+C)} si 
cos(B —C) au valori positivĉ , si prin urmare vom ob- 

tine pentru tg—ua valore reale. Tot assemenea valorile 

2 

luitg—, tg— vor fi reale. Problema are dera ua sin- 

2 2 

gura solutiune. 

ESSEMPLE 

Casul I. 


Date. 

£=69°34'17",3, 

c=104°10'28',2, 
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+ormule 

Necunoscute. 

tgB=Vl^, 

sinc 

b=70°8'38",92, 
C-103°18'56" 87, 


a=94°54'H",23. 



Calculul lui B 

Calculul lui C. 

IogtgF=0,4289l62 

Iogtg(l80°-c)=0,5976262 

—Iogsinc=0,0l34278 

—logsinF=0,0282l02 

logtgB=0,4423440 

B=70°8'38",92 

logtg(180°- C)=0,6258364 
C=103°18'56",87. 


Calcul\il lui a. 

Iogtg(l80°-c)=0,5976262 
—logcosB=0,4689620 
logtg(l80°—a) = l, 0665882 

a=94°54'ii',23. 

Casul II. 

Date. 

a=68°l6'28\i-, 
b= 53°21'34",6. 

Necunoscute. 
c=51°39'56" ,24 j 
B=59°44'25",28; 
C=57°36'20",92; 


Formule. 


tg, 


rV 


a+b , a — b 
tg-o~ t&-o“' 


tg 




tg 


a-\-b 


tg 


a—b 


tg 


2 V o : 


sin(fl — b) 


sin(a+£) 
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Calculul lui c. 
logtg^Uo,2529847 

U 

logtg^=l,1169312 

u 

21ogtg-=l,3699159 

u 

logtg-==l, 6849580 
2 

c=5l°3$‘56'',24, 


Calculul lui B. 
logtg^=0,2529847 

u 

—logtg^Uo,8830688 


21ogtg r 45° + -^]-l,1360535 
l 2 J 


logtg|45 n +^ 
B 


=0,5680268 


45°+—=74 0 52'12",64, 
2 

B=b$°U'25",2S. 


Calculul lui C. 


logsin(<3—-£)=1,4105830 
-logsin(a + ft)=0,0698591 

21ogtg—=1,4804421 

logtg 0 =1,7402211 
2 

C = 57°36'20",92. 

Cusul III. 

Date. Formule. Necutioscute. 


b=6b° 10'29".3; 
C=42 37'52",5. 


cosB=cos£sinC, 

tg+ 

‘e^+c’ 

tgc=sin£ tgC. 


B=73°28'46",79, 

a=71°12'14",99, 

c=39°52'42",l2. 
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Calculul lui B, 
logcos£=l,6230954 
logsmC=l ,8307 665 
logcosB= 1,4538619 
B=73°28'46";79. 


Calculul lui a. 
logtg£=0,3347957 
—logcosC=0,1332828 
logtg<3=0,4680785 


Calculul lui c. 


logsin£=l,9578911 
logtgC=l,96404:94 
logtgc=l,9219405 
c=39°52'42",12. 


Casnl IY. 


Date. 


b= 5C°38'13",2; 
B=74°50'24",4. 


Formule. 



«. (,,0^ C ) h/ B+t . B ~b 
tg, 45 +— =± y cot— cot—— 


Necunoscute. 


1“ solutia 
a'=59°55'7",84, 
c'=24°17'53",06, 
C' = 28°23'37"90; 


2 a solutia. 
a"=120°4'52",16 ; 
c"=155°42'6",94; 
C"-=151°E6'22",10 
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Calculul lui a. 
logtg =0,3461053 

u 

—l og t g B _zA= 0,7953323 

u 

21ogtg^45°+|)= 1,1414376 

logtg^45°+|)=0,5707188 

45°+-= 74°57'33",92. 
a'=59°55'7",84; a"=120°4'52",16 


Calculul lui c. 
logsin(B+&)= 1,8746096 
-logsin(B—&)=0,5053077 


r 


c\ 


21ogtg 45*+^ =0,3799173 
logtg[45°+^-|=0,1899587 




45°+-f=57°8'56",53. 


c'*=24 0 17 # 53",06;c"=155°42'6",94. 
lui C. 

=1,6538947 


Calculul lui C. 
B+5 T 


logcot „ 

° 2 

logcot-^-=0,7953323 


21ogtg 


45°+— =0,4492270 


15 
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logtg|45°-f~)=0,2246135 
45° + ^-=59°ll / 48",95. 

u 

C—28°23'37",90; C"= 151°36'22", 10. 

Casul Y. 

e .Date Formule. Necunoscute. 

sinZi=sinŭsinB, 6=46°8 / 40' / ,54; 

B=49°32'43'',3. tgc=tgacosB, cs^SS^SOVS; 

n cotB C=69°28a9",03. 

tgC=-. 

cosa 


Calculul lui b. 
logsina=l,9766509 
logsinB=f,8813389 
logsin&=T, 8579898 
f>=46 0 8'4 0",54. 


Cakulul lui c. 
logtga= 0,4 724629 
logcosB=l,8121415 
logtgc=0,2846044 
c=&2°3Z'30“ ,15. 


Calculul lui C. 
logcotB=I,9308026 
—log cosa=0,4958120 
logtgC=0,4266146 
C=69°28'19'',03. 


Casul YI. 

Date. 

B^eg^is^; 

C=41°48 # 37"8. 
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Formule. 





cos(18Q°—B—C) 
cos(B-~C) 


. fB+C . ' 

tffi-—45 u 

2 


tg 


B-C 




f g 


(B • C 


l 2 


-45° 


tg 


C-B 

2 


-f 45° 


Necunoscute. 

<z=65°10'44",42; 

2>=58°10'45",96; 

c=37°14'5",76. 


Calculul lui a. 

logcos(180°—B — C) = 1,5588611 
-logcos(B — C)=0,0525057 

21ogtg—=1,6113668 

logtg—=1,8056834 
2 

iz=65°10'44",42. 


Calcidul lui b. 


logtg 

fB + C 46 „' 
, 2 

=1,2728250 

logtg 

'B-C+45-1 

=0,2178833 


12, ) 



21ogtg|—1,4907083 

u 

logtg ^-=1,7453542 
2 


£+58°10'45",96. 
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*175 

*167- 


Calculul lui c. 


logtg 

_ 

logtg 



= 1,2728250 


f 45° =1,7821168 


2Iogtg-=l,0549418 

u 

logtg|-=l,5274709 

u 


c=37°14'5",76. 

RESOLUTIUNEA TRIAUGHIUEILOE RECTILATERALI 

195. Resolutiunea unui trianghiu rectilateral se pote 
reduce la resolutiunea unui trianghiu dreptanghlu. In 
adever, deca considerkm trianghiul polar A'B'0' altri- 
anghiului rectilateral dat ABC, anghiul A'al trianghiu- 
lui polarva fi egal cu 180°-/a=90°; 
prin urmare trianghiul A'pC' este 
dreptanghiu, si 1 putem resolve. Cu- 
noscund elementele luiApC',vom 
cunosce si pe alle lui ABO, cari sunt 
suplementare cu ale cellui d’antaiu. 
Trianghiurile rectilaterali inse se pot resolve si di- 
rĉct prin formulele ce am dat* si pre calri le putem 
transforma in acellasiu mod cA si pre celle relative Ia 
-I74trianghiurile dreptanghie*. / 

Celle siesse casuri ce se pot presinta la'resolutiunea 
trianghiurilor rectilaterali sunt: 1° Candsedauanghiu- 
rile B si C; 2° anghiurile A si B; 3° anghiul B si latu- 
rea adjacenta c; 4° anghiul B si laturea opusa b\ 5° an- 
ghiul A si laturea b ; 6° laturile b si c, 
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196. Casill I. Dandu-se anghiurile B si C alle unui 
trianghiu rectilateral, se se resolue trianghiid. 

Acest cas se pote reduce la casul I al resolutiunei 
trianghiurilor dreptanghie; se pote inse resolve si direct 
prin formulele* : *175 

cosA=—cosBcosC, tg/»=4 g ®-, tgc=J g ° 

sinC smB 

seu calcul&m mai antaiu laturea b seu c, si pe urma 
anghiul A prin ver-una din formulele 


tgA= 


tffC 


COS; 




, tgA= 


tgB 


cosc 


Essemplu. Date ; B=6,4°38'4' ,2; C=52°12'29",3. 
Necunoscute ! A=llj>°12'50",17; *=69°27'41',23 ; 
c=54°58'52",38. j 

197. Casul H. ‘Dandu-se anghiurile A si B alle unui 
trianghiu rectilateral, se } se resolve trianghiul. 

Acest cas, care se ppte reduce la casul II al resolu* 
tiunei trianghiurilor dreptanghie, se pote resolve si di- 
rect prin formulele uripatore : 

n cosA • , sinB „ tgB 
cosC = — ——, Sine=—, cosc=— 

cosB smA tgA 

cari se pot pune sub forma 



/ 4 A+B ,A-B 
cot-X—cot- 
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tff—=A /sin( A + B) 

2 Vsin(A-B)' 

Essemplu. Date : A=72°28'15".0; B=59°13'24",6. 
Necunoscute : C=126°35'19",8 ; c=122?l'45",3; 
b=U°lT2i",L f 

198. Casul III. ‘Vandu se aughiul B si laturea aa- 
jacenta c, se se resolve trianghiul. 

Seu reducem problema la casul III al resolutiunei 
trianghiurilor dreptanghie, seu intrebuinti^m formulele: 

——, tgC^s 


cos5=cosBsinc, tgA= 


cosc 


sinBtgc. 


Deca voim se determmhm pe b priij tangenta sea, 
calculAm mai antaiu pe A seu C, si apdi pe b prin una 
din relatiunele : 

* cot5=—cosAtgc, cot5=sinCcotB. 

Essemplu. Date : B=43 0 38'12",4; C|=58 0 14'8'',8. 

Necunoscute : 5=37°58'33",03 ; A=|l 18°54'9",98 ; 
C=48°6T,93. 

199. Casul IV. Dandu-se anghiul B si laturea opusa 
b, se se resolve trianghiul. 

Acest se pote reduce la casul IV a|[ resolufiunei tri- 
anghiurilor dreptanghie; inse se pote resolve si prin 
formulele : 

* sinB . ~ tgB . cos5 

smA=-, sinC= ^ 7 ., smc=- 

tg& cosB 


sin5 

cari se pot transforma in 
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tg|45°+ 

tg ( 45 ’ + |' 


Ol A /sin(H-B) 
2 J “ V sin(£r- 

-±v 


B)’ 


cot- 


-B J>+B 
—cot-. 


Problema pote se aiba doue solutiuni, ua solutiune 
seu nici una; solutiile se pot alege prin nisce conside- 
ratiuni analoge cu eelle de la § } 92. 

Essemplu. Date: B-=53 o 18'38 r ,0; b=U°lbW 
Necunoscute. Prima solutie: A'= 123°B4'40" ,65 ; 
C'=22°13'45",59; c'=27°0'22',08. 

A douasolutie: A"=56°25'19',35; C"=l57°46'14",4l* 


c"=152°59'37",92. 

200. Casul Y. Dandu-se anghiul A si laturea b, 
se resolve trianghiul. 

Putem aplica resolutiunea casului Y de la trianghiu 
rile dreptanghie, seu formulele: 

sinB = sinAsin&, tgC=—tgAcos^, tgc = — Cot ^ , 

cosA 

si deca voim se avem pe B prin tangenta sea, calcu- 
land mai antaiu pe C seu c, vom av£: 

tgB=sinCtg£, seu: tgB =—tgAcosc. 
Essemplu, Date: A=96°15'32",7;&=80°3'17",5. 


Necunoscute: B=78°15'57".72; C=57°34'55",09 ; 
c=5 8 0 7'37",54. 

201. Casul VI. Dandu-se laturile b si c, se se resolve 
trianghiul. 

Problema se pote reduce la casul VI al resolutiunei 
trianghiurilor dreptanghie, seu se pote resolve dedrep- 
tul prin: 


cosA=—cotĉcosc, cosB=^^, cosC= 

sinc 


cosc 

sinb' 
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cari se pot transforma in : 


fnt A / cos(Z> — c) 

g ~2 V cos(180°“*^ĉ) 


*rV ‘ s 

| 45°+^ c 

)‘V 5,+ V)’ 


45, ^ 2 + 1 

tg 

f -45 

, * 


Essemplu. Date: b=l&tt‘2V ; c-ea^g^S'^- 
Necunoscute: A=95°57'59",8; B-76 0 49'3",88; 
C=63°33'0'',38. 


OBSERVARE. 


202. Nu numai resolutiunea trianghiurilor rectilate- 
rali se pote reduce la resolutiunea trianghiurilor drept- 
anghie, ci, in unele casuri particulari, se pote face as- 
semenea si pentru un trianghiu ore-care. 

1°. Deca trianghiul are doue laturi egale, a si b , seu 
doue anghiuri egale, A si B, el este isoscel; prin ur- 
mare, ducund arcul CD perpendicular 
pe base, vom imparti trianghiul dat in 
^ doue trianghiuri dreptanghie egali, si in 
fie-care din acestea vom cunosce, afora 
„ ”c de anghiul drept, ua lature seu un an- 
ghiu dat, si ver-un alt element, tot dat; resolvend unul 
din aceste trianghiuri dreptanghie, vom cunosce si ele- 
mentele trianghiului dat. 

2°. Deca printre elementele date se afla doue laturi, 
a si b , seu doue anghiuri, A si B, suplementare, pre- 

lungind laturile a si c pene la intalnirea lor in B', vom 
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forma un al doilea triangĥiu, AB'C, 
\ careesteisoscel; c&cidecafl-fA=180°> 

j' '\ u j i , avem assemenea: tf-f-CB'—180°; deci 
^ p £=-cB';«ra deca A+B = 180°, avem: 
B ,=r B, si B'AC~hA=180°; deci B'=B'AC, Vomresolve 
dera trianghiul B'CA desfacundul in doua trianghiuri 
dreptanghie egale, precum am dis mai sus, si din ele- 
mentele lui vom deduce pe alle triaDghiului dat. 


EESOLBTIUKEA. TKIANGHIUEILOR ORI-CARI. 


203. Resolutiunea trlanghiurilor sferice ore-cari pre 
senta siesse casuri: 1° Cand se dau celle trei Iaturi; 2° 
celle trei anghiuri; 3° doue laturi si anghiul coprins in- 
tre elle; 4° doue anghiuri si laturea coprinsa intre elle; 
5° doue laturi si anghiul opus la una din elle; 6° doue 
anghiuri si laturea opusa la una din elle. 

Aceste siesse casuri se pot reduce la trei prin con- 
sideratiunea trianghiului polar. In adever, avend, spre 
essemplu, a resolve trianghiul ABC in care suntcunos- 
cute laturile a si b si anghiul coprins C, in trianghiul 
polar A'B'C' vom cunorce: A' = I80°—tf,B'=180°— b, 
c'=180°—C, adeca doue anghiuri si laturea coprinsa 
intre elle. Calculand elementele c, A, B alle lui ABC, 
vom cunosce si elementele C /= 180°—c, a'=180°—A, 
^'=180°—B alle lui A'B'C'. Vedem dera ck casul III 
si IV se pot resolve unul prin altul. Assemenea este si 
pentru casul I cu II, pentru V cu VI. 

204 Casul I. Dandu se laturile a, b, c, se se resolve 
trianghiul. 

Anghiurile A,B,C se calculedia prin formulele (1),(2) 
seu (3)*; se prefera inse celle din urrra: 


&177 
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. A 

tg T“ 


8in(jJ— &)sin(p —c) 
sinpsin(p— a) 

t ^B _ j sin(j7 - a)s'm(p — c) 


mcari p* 


t s c . 

s 2 

a-\-b-\-c 


sinpsinfp— b ) 
sin ! p —a)sin(p — b) 
$inpsin(p — c) 


Escesul sferic se pote calcula direct. prin formula*: 
tg— 

*= 4 


'~V 


Peutru ca problema se aiba ua solutiune, trebue* : 
1° ca suma laturilor se fie mai mica de cŝ.t 360°; 2° ca 
fie care lature se fie mai mica de cŝt suma cellor alte 
doue. Deca prima conditiune n’ar fi implinita, sinp ar 
fi negativ; deca cea de a doua n’ar fi implinita, si am 
ave, spre essemplu, a^>b-j~c, sin (p — a) ar fi negativ, eia 
sinp, sin(p— b), sin (p — c) ar fi positive. In ambele ca- 
suri radicalele coprindiend quantitati negat.ive, am avĉ 


. , A , B G 

pentru tg—, tg —, tg—, msce valori lmagmarie. 
2 2 2 


205. Oasul II. Dandu se anghiurile A,B,C, se sere- 
solve trianghiul. 

Laturile se pot caicula prinformulele (4), (5)seu(6)*; 
se intrebuintiedia inse de preferintia formulele (6) cari 
dau laturile prin tangentele lor: 
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Problema are ua solutiune unica deca: 1° jumetateai 
escesului sferic £ este coprinsa intre 0° si 180°; 2° deca 
fie-care anghiu este mai mare de c&t. jumetatea escesu- 
Kli sferic. Deca una din aceste conditii n’ar fiimplinita’, 

am obtine pentru tg-^, tg^, tg^ valori imaginarie. 


206. rnsill III. 'Dand.u se latuvile a si b si anghiiJ' 
coprins G, se se resolve trianghiul. 

Trianghiul este tot-de-una possibile. Anghiurile A 
si B se pot determina prin antaia si a doua din analo- 
giele lui Napier*. 


a — b 

, cos- 

. A+B 2 

tg_—-- cot 

s 2 a + b 

cos— 

2 


C 
2 ’ 




A-B 


sin- 


sm- 


+ c 

- J~T C0t o > 

a + b 2 


cari dau suma si diferentia Iui A si B, din cunoscintia 
carora vom put6 deduce chiar pe A si B. Laturea c se 


*is» 
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va calculg, pe urma prin ver-una din celle-alte doue a- 
nalogii: 




cos 

cos 

sin- 

sin 


A+B 

2 

A—B 
2 

A+B 

2 

A—B 
2 



> 




a—b 
2 


207. De multe ori este necesitate a se calcula direct 
*158 laturea c; atunci intrebuintikm formulele (1)*, cari dau: 
cosc=cos£Zcos&+sinasin£cosC. 

*6l, ess. I. Acesta formula, facuta calculabile prin logaritmi*, 
devino: 


COS^COsfa—®) 

cosc=----, 

cos? 

in care 

tg?=tg£cosC. 

Anghiul B inca se pote calcula direct cu aiutorul an- 
*161 ghiului aussiliar ® *, in adever, apatra din relatiunile (3)*: 
coti»sin£Z=cos(3cosC+sinCcotB, 
dk: 


sinCcotB= cot6sina — cos<3cosC-= !: cot& 


cosflcosC) 
cot& j 


=cot£(sina—cosatgfoosC), 
si punapd erasi: tg?=tg£cosC, 

• r* .u • , \ ,isinacos?—cosasin^ 

smCcotB= cotafsma—cosatg ®)= cota-- 

cos® 

cot£sin(a—<p) 
cos® 
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Inse din: 


avem: 


tg?=tg&cosC, 
cosC 


COt& = - 


tg? 


si acesta valore, pusa in equatia din urma, dk: 

sinCcotB=— sCsip(fl '~ p) ==- os Cs . in(fI ' ,i) , 
cos? tg? sin<? 

seu in fine, 

cotB, notCsin fc T l 

sin? 

Tot assemenea, prima din formulele (3)* devine: 
cotA= cotCsm(M), 
sin<l< 

punend: 

tgi=tgaCOsC. 

208. Intrebuintiarea anghiurilor aussiliare? si^face 
tot una ca si cand am descompune trianghiul dat in 
doue trianghiuri dreptanghie. In/adever, ducund AD 
perpendicular pe CB, trianghiui dreptanghiu ACD dh :* 
c tgCD=tg^cosC=tgtp, 



CD= ? . 

^ Aveipf dera din acellasiu trianghiu: 


cos& 


^ĉosAD^ , tgAD= 


sin? 


cos? cotC 

Trianghiul AIIB, in care DB=a j - CD=a—<?, dh: 

sc^cosADcosDB— C0S ^ C0S ^ d ~ ? ^ 


cosc 


/cotB= 


sinDB 


COStp 

cotCsin(a—?) 


tgAD 


sin? 


*I61 


*! 64,(7) 
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cari sunt tocmai formulele gasite mai sus. Tot asseme- 
nea vom gasi si formula care dk pe A, lasand un arc 
perpendicular din B pe AC. 

209. Casul 1Y. Dandu-se doue anghiuri A si B si 
laturea coprinsa c, se se resolve trianghiul. 

Problema are tot de-una ua solutiune unica. Latu- 
rile a si b se ealculedia prin celle doue din urma din 
*l8o analogiele lui Napier*: 

A-B . A—B 

4 „ a+b C0S 2 +JJ + „ a-b Sm 2 + ^c 

g 2 A + B tg 2’ tg 2 . A + B tg 2' 

C0S 2 ~ Sm 2~ 


Anghiul C se va calcula in urma prin ver-una din 
celle alte doue analogii: 


a-\-b 

+ C C ° S ^“ + A+B 
cot T=-^ tg ^- ; 


cos- 


. a+b 

+ C Sm ~2 A-B 


sm- 


210. Pentru a obtine direct anghiul C, intrebuintikm 
*l6i pe a treia din formulele (4)*: 

cbsC=—cosAcosB+sinAsinBcosc 
=cosB(—cosA+sinAtgBcosc), 

si punend 

cot<p=»tgBcosc, 
acesta Cquatiune devine: 

C03 c=-g2!g $AA . 

sin ? 

Laturile a si b pot assemf nea se se obtina in parte 
»160 prin urmatorele din formulele (3j* : 
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cotasinc=cosccosB + sinBcotA I 
cot£sinc=cosrcosA+sinAcotB | 

Pe a doua o transformkm in modul urmator: 

cot^sinc- cotB^ 0 — 8 ^ 3 ^ +- sinA 

V cot B 
=cotB(cosAcosctgB+-sinA), 
si punend erasi: 

cot?=tgBcosc, 

avem: 

cot£sinc==cotB(cot<pcosA+ sinA)=cotB v ) 


(a) 


0 ») 


sm<p 


si fiind-ck, dupe ( b ), 


cosc sm<p 

cotB=-= cosc- 


cot<3= 


cot<p COS<P 

co ^_ coscsin <p sin(A—<p) cotccos(A—<p) 
sin^ sin <p cosip cos<? 

Prima din formulele (a) se transforma in acellasiu 
mod punend 

cot<i=tgAcosc, 

si devine: 

^cotccos^B—■!>) 

cos'!- 

211. Acesta a doua metoda de resolutiune se pote 
Jnterpreta erasi prin descompunerea trianghiului dat 
in doue trianghiuri dreptanghie; in adever, ducund ar- 
cul AD perpendicular pe BC, trianghiul dreptanghiu 
BAD dA*: *i 65 

cotBAD=-coSctgB= cot<p, 

seu 

BAD=?>. 

Apoi, din acellasiu trianghiu, avem : 

'' * ^ cos<p 


c„sAI>= ^osB _cosB, t ad= cosBAD 
sinBAD sin<p cotc 


cotc 
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/- 


Trianghiul DAC, in care CAD=A— <t, dil: 

cosC^cosADsinCAD^-- 0 — sip(A 7 

sinv 

cot&— COsGAD — coiccos (A-~f' f ) 
tgAD cos» 

Am put4 assemenea obtine pe a ducund din B un 
arc perpendicular pe AC. 

212. Oasul Y. Dandu-se doue laturi,& sib, sianghiul 
A opus la a, se se resolve trianghiul. 

Vom calcula mai antaiu anghiul B prin formula 

sin&sinA 


sinB=- 




care dk anghiul B prin sinusul seu; asia-dera tmm av4 
pentru B doue valori, suplementarie uria alteia. 

Celle-alte doue necunoscute, C si c, se vor calcula 
apoi prin analogiile lui Napier :!: : 


a—b A+B 
0 OO. 2 cot_ 

g 2 a+b 


. a-b ,A—B 

sin-cot- 

2 2 


cos- 


. a~tb 
sxn—- 


tg—* 

b 2 


A+B, a+b 
cos—-—t g—~— 


. A-f-B, a —b 

sin— 1 —tg- 

2 6 2 


cos 


A—B 


sin 


A—B 


Fiind-cA am gasit pentru B doue valori, aceste for- 

riiule ne vor da erasi pentru -S. si -- cate doue valori. 

T 2 . . C . c 

Inse, fiind-cA nu admitem de cfit valorile lui —. si—. 

2 2 

coprinse intre 0° si 90°*, vom introduce in formulele 
de sus numai acelle valori alle lui B cari vor face pe 
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tg ~ si tg^- positive, Pentru acesta trebue ca diferen- 

tiele a — b si A—B se fie de acellasiu semn; vom lua 
dera numai acelle valori alle lul B cari vor face diffe- 
rentiele a—b si A—B de acellasiu semn. 

213. Elementele c si C se pot calcula si de dreptul 
prin formulele : 

cosa=cos£cosc-|-sin&sinceosA, 

cotasin£=*cos&cosC-f-sinCcotA. 

Prima din aceste formule devine : 

cosa^cos^^cosc-f-tg&sinccoj;^), 

si punend 

tg9=tg£coiA, 

COSfl=COS#(eOSC-f sinetg9)-C03fr COa -- ^ ? 


COSi? 


de unde 


cos(c—f)= 


cosacosi? 


cos& 

Din a doua formula scotem : 

cotasinf>=cotAcosC(cos&tgA+tgC), 

si punĉnd 

cot<i=cos&tgA, 

de unde 

cos b 


cotA=- 


COtJi 


avem 


(a) 


cotnsin*— C0S * C0SG cos (^ — 'O cos(C—^)cos& 
cotil sinJicosC cosl 

de unde 

cos(C—<!<)=cotacos'l'tg&. (b) 

In for/fiulele (a) si (b) angbiurile 9 si >!> fiinff mai mici 

/ 16 


/ 
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de 90°, cosf si cos} sunt positive; prin urmare cos(c— <p) 
va fi positivdeca cos<3 si co *b vor fi de acellasiu semn, 
si negativ deca cosa si cos6 vor fi de semne contrarie. 
Assemenea, cos(C-<]<) va fi positiv deca cota si \gb vor 
fi de acellasiu semn, si negativ in casul contrariu. Din 
acestea resulta cit c>f si O'!' deca a si b sunt de o 
data mai mari seu mai mici de 90 n ; si cO si CO, 
deca a si b sunt unul mai mare si altul mai mic de 90°, 
214.' Discutiune. Formulele ce am dat pentru reso- 
tiunea casului Y ne pot areta imediat, cliiar |>rin date, 
deca problcma are ua solutiune, doue seu nipi una, si 
ne dau si valor le acestor solutiuni. Cu tote acestea este 
utile a studia mai de aprope diferitele circumstantie 
alle problemei. 

Formulele intrebuintiate sunt: 

,_sin£sinA 


sinB f 


smc: 


. C 

tg r 


AfB a—b 
cot—-— cos —— 


A—B^. a- 
cot——4sm- 


cos- 


a-\-b 


tg- 


, a+b A-fB 
tg— cos—!— 
e 2 2 


cos 


A-B 


2 2 
Deca a*=b, formula (a) ne ar ei sk si A—B; atunci 

primele din formulele (b) si (c)/c lau: 

cot-^|-=tgAcos<z, t tgacosA. 


Pentru ca se avem pentru 



(a) 


(b) 


(c) 


si— valori intre 0° si 
2 
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90°, trebue ca tgA si cosa, fga si cosA se fie deacellasiu 
semn., si pentru acesta trebue ca a si A se fie ameudoi 
de odata inferiori seu superiori lui 90°. Deca acesta 
* conditie e implinita, problema are ua solutiune unica. 
Se trecem la casul general. Pentru ca se avem ua 

solutiune a problemei, trebue ca s ' D ^ s J n ^- se coprins 

siiia 

intre 0 si + 1; atunci vom av4 pentru B doue valori, M 
si M', supleraentarie una alteia (MtM'=lS0°, si deca 
M<90°.M<M'). Inse am vediut/ cit pentru ca aceste 
valori se fie solutiuni reale ale A>roblemei, trebue ca se 
fie ast fel incat se faca difere^liele A—B si fl —b de a- 
cellasiu semn. Va trebui dera se avem A—M de acel- 
lasiu semn cu fl — b , si A —W de acellasiu senan cu fl— b. 
1°. Fie A<90° si b<Wf 

Sijj^ 


Deca a<ib, 


smfl 


>1/ si formula (a) ne areta ck 


sinB>sinA, adeca B>A; si prin urmare punend in 
loc de'B solutiunile se^le, M>A si M'i>A; avem dera 
doue solutiuni, ckci atat diferentiele A—M si A —M', 
cat si diferentia a — bf, sunt negative. 

Deca a>b si fl+5<l80°, avem : £<180 °—a si 
sin£<sinfl; formula (a) ne areta atunci ck sinB<sinA; 
prin urmare M<A. Inse M' fiind mai mare de 90° si 
si A<90°, avem/ M'Z>A. Diferentia A—M este dera 
positiva, ca si fl— b, pe cand A—M' este negativa; asia- 
dera n’avem de cat ua singura solutiune, care este M. 

Deca fl>£ si fl-f-6=180°, avem : &=lS0°-fl, sin&=sinflj 
formula (a) areta atunci ek sinB=sinA, seu B=A; deci 
M=A, era M'Z>A, caci am presupus caM'i>M. Asia-dera 
diferentia A—M se reduee la zero si A—M' este nega- 


* 2|2 
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tiva, pe cand a — b este positiva; deci problema n’are 
nici ua solutiune. 

Deca a>b si <z-fF>180°, &>18Q °—a si sinA>sinrt; 
atunci, dupe (a), sinB>sinA; ar trebui dera se avem: 
M>AsiM'>A; inse, deca ar fi ast-fel, diferentiele 
A—M si A —M' ar fi negative, pe cand a—b este posi- 
tiva; asia dera ambele aceste solutiuni trebue lasate la 
ua parte. 

2 °. Fie A<90° si 6-90°. 


In acest cas formula (a) devine: sinB= 


sinA 

sina 


deca 


a<Cb, sin< 2 <l, si prin urmare sinB>sinA, M>A, si a 
fortiori M'>A. Asia-dera diferentiele a—b si A—M, 
precum si a — b cu A—M(, sunt impreuna negative; 
problema are dera doue solutiuni. , 

Deca ai>b, diferentia a—b este/positiva, pe cand 
A—M si A—M' sunt negative, si nu avem nici o solutiune. 

Dĉca a—b, diferentiele a—b sj A—M se reduc la 
zero, era A—M' este negativa; d e ci erasi nu avem nici 
ua solutiune. 

3°. Fie A<90° si £>90°. j 
Deca a<Jb si <2 + /ĵ<180°, &<180 °—a si sin£>sin<z 
(cŭci in al doilea cadran sinusurile sunt cu atŝ,t mai mici 
cu cŭt sunt arcele mai mariV. Formula (a) ne areta a- 
tunci CcL sinB>sinA, M/>A/ si a fortiori M'>A. Dife- 
rentiele A — M si A—M' sunt dera negative, ca si a — b: 
avem doue solutiuni. / 

Deca a<.b si <2+£=180°/ avem: £=180°— a, sin£=sina; 
atunci M=A si M'>A; numai p, doua solutiune convine 
problemei, cŭci diferentiele A—M' si a—b sunt amen- 
doue negative, pe cand'A—M=0. 
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Deca a<b si df&>lS0 0 ^ £>180° —a si sin5<;siruj; 
atunci sinB<CsinA si M<^A; inse M'>A, caci A<90°, 
era M'>90°. A doua valore convine problemei, era cea 
d’antaiu trebue lasata W ua parte. 

Deca a>b, sin< 2 <sinp, cŭci a si b sunt in cadranul 
al doilea. Formula (a) me dŭ, atunci: sinB!>sinA, M>A 
ei M'>A. Diferentiele/A—M si A—M' fiind negative, 
pe cand a—b este positiv, nu avem nici ua solutiune. 

Deca a~b, avem inca: sinB^sinA^ M *~A si M'>A. 
Diferentiele A—M si a—b se reduc la zero, pe cand 
A—M' este negativa|nu este nici ua s 0 lutiune. 

Discutiunea bipoteselor A=90° si A;>90° se face cu 
totul in acellasiu mod, si de acea nu vom insista asu- 
pra ei; ne multiamim numai a insera resultatele in ur- 
matorul tabel: 


a<Lb , 


£<90°. 


a—b . 

a>b, a\ £<180° . . . . 
a<b, a-\-b= seu>180° . 


2 solutiuni; 
1 solutiune; 
1 solutiune; 
0 solutiuni; 


A<90° 


A=90° 


b=w ŭ [ a<b • • .. 

la=seu>£. 

\a<kb, a+b< 180° . . . . 
£>90°tf<£, d+£=seu>180 0 . 
(d=iseu>£. 


(a+seu<b .... 
b<90 0 aj>b, a+b< 180° 


>b, a-\-b=seu>180° 


£=90° 


aj=b . . . 

[<z<seu>£ 


ua infinitate 


£> 90 ( 




’p<b, a+ i=seu<180°. 
>a<b,a-hb>\S0° . . . 
<z=seu>£. 


2 solutiuni; 
0 solutiuni; 

2 solutiuni; 

1 solutiune; 
0 solutiuni; 

0 solutiuni; 

1 solutiune; 
0 solutiuni; 

de solutiuni; 
0 solutiuni; 

0 solutiuni; 
1 solutiune; 
0 solutiuni; 
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[a=-seu<6. 

£<90° \a>b, J+&=seu<180 0 
\a>b, ff-f &>180° 


A>90° / b 9 °1^>* 


OJ dt-=seu<& . 


6>90 ( 


a<b, ^4-^^seu<180 o 
a^a+^lSO 0 • • • 

afb . 

a>b . 


0 sojutiuni; 

1 solutiune; 

2 solutiuni; 

0 solutiuni; 
2 solutiuni; 

0 solutiuni; 
1 solutiune; 

1 solutiune; 

2 solutiuni. 


215, Casiil VI. Dandu-se doue anghiuri A si B sila- 

turea a opusa la A, se se resolve trianghiul. 

' Vom calcula pe b prin formulp, 

. , simlsinB , . 

sinp=- ; ——, (a) 

sinA 

si apoi calculam pe C si c prin analogiile lui Napier: 


, C 


a—b ,A+B 
cos-cot- 


. a-b A—B 
sm—-—cot ——— 


a + b 


cos- 


A+B, a+b 
cos—-—tg— 


tg 


. a-j-b 
sin— - 
2 

. A+B, a~b 
2 2 


cos- 


A-B 


sin- 


A—B 


00 


210. Formula(a) determinand pe b prin sinusul seu, 
d5, doue valori pentru b, m si vi, ast felckm + m'=180°. 
Inse fiind-cA noi caut5,m numai valorile elementelor co- 

C 

prinse intre 0° si 180°, trebue ca espressiunea lui tg 
. c * 

S1 'g-ĝ, data de formulele(£>), sefiepositiva, sipentru a- 
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cesta trebue ca diferentiele a—b si A—B se fie de acel- 
lasiu semn. Prin urmare din celle doue valori gasite 
pentru b nu vom admite de c&t pe aceliea cari vor im- 
plini acesta conditiune. Cu modul acesta vom cunosce 
numerul solutiunilor reale alle problemei. 

Discutiunea completa a formulelor (a) silhlsfi. face 
intocmai ca sijientru casul precedinte*; de acea nu »214 
vom mai reveni asupra ei. 

Casul V si VI al resolutiunei trianghiurilor sferice 
ore-cari primesc de multe ori numele de casuriindoiose 
alle irianghiw ilor sferice, caci pote fi la prima vedere 
ore-care nesecurantia asupra valorilor lui B seu b c&ri 
convin problemei Inse acesta nesecurantia di«pare in- 
data ce se esaminedia cu atentiune datele problernei. 

217. Elementele C si c se pot determina si direct 
prin formulele 

cosA=—cosILcosC-i-smBsinCcostr, 
cotnsinc^cosccosB + sinBcotA. 

Punend in prima din aceste formule 
cot^cosatgB 

si in a doua 


cot<p= 


co ta 


cosB ’ 


elle devin, dupe nisce transformari analoge cu celle de 
la casul precedinte: 

. cosAsm) 

sm(C-<L)=- —, 

cosB 

sinfc-o^^sinip cotAtgB. 

In aceste formule, fiind cii sin} si sin? sunt positive, 
sin(C—'!>) va fi positiv, adeca C >+ deca cosA si cosB 
sunt de acellasiu se,mn si sin(C—>)) va fi negativ, ade- 
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ca C<j!', deca cosA si cosB sunt d# semne contrarie. 
Assemenea sin(c— ?) este positiv, si prin urmare c> v, 
decar cotA si tgB sunt de acellasiu semn, si sin(c—v) este 
este negativ, adeca c<?, in casul contrariu. 

Din acestea resulta c4 diferentiele c— 1 > si C—J- sunt 
tot de una de acellasiu semn. positiv deca A si B sunt 
tot de o data superiore seu inferiore lui 90°, negativ 
deca unul e mai mare si altul mai mic de 90°. 


ESSEMPLE 

Casul I. 

‘Date Formule. 


a 84°19 34",2; A / sinf/ 7 — 3)sin(p — c) 

b= 68 n 29'7",6. s 2 ' _ 

c=108°34',17",0. 


sinpsin(p— a) 


tg y/ sin(p-fl)sin(p—c) 

c 


sinpsin(p— b) 

tg-—a=i / sinf^—<2)sin(^-Z>) 

^ V sinusinfu—cl : 


sin/isin(p—c) 

tg T=V ^ ^ 


Necunoscute. 


A= T^^O^O''^; 
B= 65°1'42",32; 
C= 112 0 3 r, 52 ", 92 ; 

73°24'15"72. 
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Calculul lui A. 

logsin(£>—£)=1,946761S 
logsin(f—c)= 1,57 58220 
—Iogsinj7=0,1201984 
—logsin( 2 >—a^^O,14 04087 

21ogtg— = 1,7831909 
2 

logtg4=I,8915955 

Li 

A=75°50'40",58. 

Calculul lui B. 

logsinfp—a)=l, 8595913 
logsin(p—c)=+575822Q 
—logsinp= 0,1201984 
—logsin(p—£)=0,0532382 

21ogfg?=I,6088499 

U 

l°gtg?=l,8044250 

Li 

B=65°1'42",S2. 


Calculul lui 0. 

logsin(p— a) =1,859591 B 
v logsin(p— b) =1,9467618 
—logsinj? =0^1201984 
— logsin(/7—c)^ 0,4241780 

21ogtgS=0,3507295 
2 

logtg^=0,1753648 
C=112°31'52",92. 

Calculul lui £. 

logtgP=0,3382048 
2 

lo gt g^=r,6316897 
2 

logtg^=^=f,7805410 
2 

logtg^=I,2910763 

u 

21 0 gtg4=l,0415118 
4 

logtgl=f,5207559 

£=73 0 24'15",72. 


VEEIEICAKE 

A+B-fC— 180°=e=73°24'15",82 (diff. totaleO",!). 
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Formule. 


Casuln. 

Date. 

A«98®32'28",6; 

B=83 o 25'10",4; 

c=ii3°39'5i",6. 


l 4=\, 


tg 2 “V 7 


tg-=> 
6 2 


sin- s ; n 
2 

f A •! 

l A 2Ĵ 


sin 

B—-] 

l 2 J 

sinfc— 

l 2) 

sin—sin 
2 

B—- 
2 


sin 

A— -) 

2 J 

sinjC— 

l 2j 

sin-lsin 




Necunoscute. 

^io^^o^ms; 

£=78 54'88"54; 

c«115 0 12'26'',G6. 


■ f A c 

sm A—— 


. f t \ 
smi B — — 
2 


l 2 J t 

Calculul lui a. 
logsin-^ = 1,9275295 

U 


logsin 

:s 

=1,8145659 

logsin 

B--1 

2 Ĵ 

-logsin 

H 

=0,3643198 

-logsin 

A_ 2Ĵ 

( „ A 

-logsin 

[ c -ij 

=0,0821859 

-logsin 

t 21 


21 ogtg“ =0,1886011 
2 

] O gtg-=0,0943005 
2 

a=102 fl 20'39",48. 


Calculul lui b. 
logsin-i= 1,9275295 

u 

=1,6356802 


21ogtg|=l,8308297 

u 

logtg^=l,9l54149 

u 

£=78°54'38" ,54. 
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Calculul lui c. 


logsin—=1,9275295 
2 


logsin 

r c-~ 

i 2 

r . 

=1,9178141 

—logsin 

■ 

t 

<1 

=0,1854341 

—logsin 

( B -l 

=0,3643198 


21ogtg-=0,3950975 
° ° 2 


logtg£=0,1975488 

2 

c=115°12'26",66. 

Casul 111. 

Date. 

<3=53°15'28" ,4; 

£=44°43'52" ,0; 

C=73 0 20'48',6. 

Necunoscute. 
A=71°26'0",80; 
B=56°2r41",66; 
c=54°5'l",70. 


Formule. 

a — b 

cos- 

. A+B 2 .0 

tg———=-cot—; 

8 2 a+b 2’ 

COS—'— 


. a—b 

+ A— B Sm_ 2~ + C 
,g ~— 

sm- 


. A+B 
sm — — 

l c 2 , a—b 

tg rTA=B ,g -2- 
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Calculul lui A 4- B 
logcos^^=l,9987966 

u 

logcot—=0,1280446 

u 

—logcos ^-=0,1830091 

u 

A +R 

logtg—^—-=0,3098503 

u 

A+B=127°47'42",46. 
Calculul lui A—B. 

logsin-^=2,8712315 

U 

logcot-^-=0,l 280446 
2 

—logsin-^-=0,1222563 
2 

logtg—^p—==i> 1215324 

A-B=15°4'19",14. 


Calculul lui A si B 
A+B=127°47'42\46 
A—B=15°4'l 9"14 
A=71°26 0'V50 
B-56°2i'4i",66. 
Cal ulul lui c. 

logsin !, 9 5 3 2 80 7 

u 

logtg—Ĥ~-=2>8724349 

u 

_logsin ^=?=0,88223 51 

u 

logtg£-=1,707 9507 

u 

c=54°5'1",70. 


CALCULUL DIEECT AL LUI c. 


Formule. 

tg f =tg£cosC; 

cos&cosfa—?) 
cosc=---- - 


Calculul lui v 
logtg£=l,9959236 
logcosC=I,4572421 
logtg9=T,4531657. 

*=16°50'67",31. 


COS9> 

Calculul lui c. 
logcosi»=l,8515136 
logcos (a-9>)=T, 8999971 
—logcos «>=0,0168323 
logcosc=l,7683430 
c=te°5‘l",12( diff. 0",02). 
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Casul IY. 

Date. 

A=120°23'5",8; 
B=75°0'0",0; 
c=B S 0 iS'22'',2. 


formule 

A-B 

a+b C ° S 2 + c 

^-TTb' 8 ! ; 

cos--- 

2 

. A-B 

+ a-b Sm 2 + c 

>g —-—rx+B tg 2' 

sm—-— 


Necunoscute. 

a=75°25'9",28; 
&=59 0 4 8'16",42. 
C=38°43'2",24. 


. a-\-b 

+ C A—B 

00t T = ~a^F tg ~~2~ 

sm—-— 


Calculul lui a+b. 
logcos^l5=l,9650081 

u 

l°g^4=l,5468092 

u 

-logcos^i?=0,8733622 
l°glg~H——0,3851795 


Calculul lui a—b. 
logsin-^-Ĵ-^1,5863451 


logtg-| = 1,5468092 

u 


—logsin^i?=0,0039260 
.2 


logtg fl -^=l, 1370803 


2 ° ° 2 

a+b=135°13'25",70. \ a-fc=15°36'52",86 
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Calculul lui C. 

logsin-^-=T,9659657 
2 

logtgAz^ = r,6213370 

u 

-logsin—=0,8669642 
2 

logcot^-=0,4542669 

u 

C=38°43'2",24. 

CALCULUL DIRECT AL LUI C. 

Formule. 
cot?=fgBcosc; 

cosC= C0S Bsin(A—?>) 
sin» 1 

Calculul lui o, Calculul lui C. 

logfgB=0,5719475 logcosB=I,4129962 

logcosc=l,8916883 logsin(A— ?)=1,9913315 

logcot?=0,4636358 —logsin?=0,48790l3 

? =18°58'31",22. iogcoŝc"=l78922290 

C=38°43'2",33 (diff.0",09). 

Casul V. 

‘Date. 

a~ 105°31'42",3 ; 

&=83 0 43'13",5; 

A=m°38'l5",4:. 

Formule. 

. sinftsinA 

sinB=- 7 -: 

sma 


Calculitl lui a si b. 

a- b=\5°36'b2"M 
<J=75°25'9",28 
6=59°48'16"42. 
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c 


2 



sin 

sin 

sin 

sin 


a—b 

2 

a + b 
2 ~ 

A+B 

2 

A—B 
2 


cot 


A—B 
2 


a-b 

tg— 2 — 




Necunoscute. 


l a solutie. 
B'=70°55'36",16; 
C'=51 0 46'54",16; 
c'=55°43'i6",98. 


2 a solutie. 
B"=10i'°4'23",84 ; 
C"=156 0 16'53",52; 
c"=154°58'20'',68. 


Calculul lui B. 
logsin#=1,9973864 
logsinA = l, 9619427 
— logsina=0,0161493 


logsinB = 

1,9754784 

l a solutie. 

2 a solutie. 

B'=7o°55'36",i6. 

B"=l09°4'23",84. 

Calculul lui C'. 

Calculul lui C". 

logsin^=r,2768385 

u 

logsin^A=l,2768385 

u 

logcot A 0,4078244 

u 

logcot A_B, '-1,3995467 

u 

—logsin^t^=0,0014161 

—logsin^i^=0,0014161 

u 

logtg^=I,6860790 

u 

logtg^=0,6778013 

u 

C'=51°46'54",16. 

C"=156°16'53",52 
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Calculul lui c'. 

lo gsin 9 9 9 6 5 5 4 

2 

logtg-——=1)2847511 

u 

—lo gs in^I®'=0,4387163 

u 

logtg ^=1,7231228 


Calculul lui c". 

A i T>" _ 

logsin——-=1,9691079 

u 

logtg-^i=T, 2847511 

u 

-logsiff^L 1,3998912 

u 

- 

logtg—=0,6537502 
2 

c" =154°58'20',68. 


c'=55°43T6",98. 

9 

CALCULUL DIEECT AL LUI C‘ SI C". 


Formule. 

coLHcos&tgA.; 
cos(f-C)=cotacos >1 tg£. 


Calculul lui f 
logcos&=l,0389384 
logtgA=0,3588520 
logcoti=T, 3977904 
i=104°l'53",76. 


Calculul lui C. 
logcota=l, 4438241 
logcosli =1,3846347 
logtg£>=0,9584480 
logcos(*-C)=l, 7869068. 


l a solutie. 

C'=5l°46'54",20(diff.0",04). 


2 a solutie. 

C"_ 4=52°14'59",56 

C"=156°16'53" ,32(diff.O" ,20). 
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CALCULUL DIREOT AL LUI c' SI c". 
Formule. 
tg ? =tg&cosA; 


/ V 1 

cos(o— <p)= 

Calculul lui ?. 
logtgb— 0,9584480 
logcosA=l, 6030908 


COSŬCOSfP 


cos b 


logtg? =0,5615888 
9 —105°20'48",78. 


Calculul lui c- 
logcosa=l,4276747 
logcos? —1,4226919 
—logcos&=0,9610616 
logcos(c—?)=1,8114282. 
l a solutie. 


?-c'=49°37'31",78; 

c'=55°43 / 17',00(di£f.0*,02). 
2 a solutie. 


c"— ? =49°37'31",78; 

c"==154°58'20" ,56(diff.O" ,12). 
Casul YI. 

Date. 

A=65°15'32",4; 

B---58°23 / 48",6; 

a=73°42'8",2. 




Formule 
sinasinB 


sin5= 


. a—b 

sm—-— 


sinA ’ 

A—B 


. a\b 
sm—— 


cot : 


. A+B 

sm—-— 

2 , a—b 

r*€T—s— 


sm- 


A—B 


Necunoscute. 

&=64°10'13",69; 

C=ll2°5'14",68. 

c--101°4l'17",44. 

• 
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Calculul lui b. 
logsind=l,9821882 
logsinB=l,9302856 
— logsinA=0,0418148 
logsinib=l,9 542881 
£=64°10'13",69. 


Calculul lui C. 
logBin£~=2,9195219 

u 

logcot^=5= 1,2221718 

u 

.]ogsin-^=0,0300337 

U 

l°gtg5=0,1717274 

u 

C=112°5'14",68. 


Calculul lui c. 
logsinAij!!^!, 945 2389 

logtg-^-=2,9210260 

u 

-logsin^^—1,2229509 
logtgi =0,0892158 

u 

c=101 0 4ri7",44. 


CALCULUL DIE.ECT AL LUI C. 


Formule. 
cot 4* = cosiZtgB ; 


Calculul lui <|>. 
l@gcos(3= 1,4481319 
logtgB=0,2109270 
10 ^ 00 ^= 1 , 6590589 . 
*=65°28'56",38. 


Calculul lui C. 
logcosA=l,62*L7132 
logsin^ 1,9589618 
—logcosB=0,2806414 
logsin(C—<!>) = 1,8613164 
C-<(=46 0 36'18",14 
C=112°5'14",52. 
(diff.0",16)- 
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CALCULUL DIRECT AL LUI c. 


Formnle. 
c,ota 


COt(p= 

cosB 

<p)~sin«>cotAtgB. 


sin(c 
Calculul lui <p. 

logcoto—1,4659437 
logcosB=0,2806414 
logcot?=l,7465851 
<p=60°50'28",47. 


Calculul lui c. 

logsm<p=l,9411500 
logcotA=l,6635274 
IogtgB =0, 2109 270 
iogsin(c-tp)—-1,8156044 
c-?=40°50'48",85 
c=101°41'17",32 
(diff.0",12). 


ESPRESSIUNEA IN LUNGIME A LATURILOR. 

218. Pene acum laturile fl,£,calle unui trianghiu sfe- 
ric au fost tot-de-una esprimate in grade, minute sise- 
cunde, si radia sferei a fost tot-de-una presupusa egale 
cuunitatea. Se pote inse calcula si lungimea linearia a 
unei laturi deca se cunosce numerul de grade oontinut 
intr’ensa, si lungimea radiei R a sferei. 

Fie l lungimea unui arc de 1" dintr’ua circumferen- 
tia a carii radia este 1; fie inca a° numerul de secunde 
continut in un arc de cerc mare al unei sfere cu radia 
R, si a lungimea lui linearia; era l' lungimea unui arc 
de 1" din ua circumferentia tot cu radia R, Dupe geo- 
metria avem: 

// TJ 

y=y, seu: /'=R/; 

inse 
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deci 


a=a°l ; 


a=a°RL 


Valorea lui sin/=sinl" difera asia de putin de valo- 
rea / a arcului de 1" inc&t primele siepte diecimale alle 
lui logsin/ sunt identice cu celle siepte diecimale de la 
inceputul lui log/; prin urmare in calculele logaritmice 
unde nu se intrebuintiedia de cat logaritmii cu siepte 
diecimale putem presupune ck 

sin/=/, 

si atunci 

a=fl°Esin/, 


seu 


a=a°Rsinl", (1) 

care ne dk lungimea laturei cand cunoscem numerul 
de secunde continut intr’ensa. De aci tragem: 


a -R^F’ (2) 

care dk numerul de secunde al unei laturi deca cunos- 
cem lungimea sea linearia. 

Essemple. 1°. Date : a°=34 0 18‘52",l; R=8 m ,352. 
Necunoscuta: a=5 m ,002. 

2° Datĉ: a=25 m ,722; R=18 m ,513. 

Necunoscuta: a 0 =79°36'24:",7. 

S0PRAFATI4 ONOl TRIANGHIO SPERIC. 


219. Cunoscem din geometria sferica espressiunea 
suprafetiei S a unui trianghiu sferic : 

S==T 360° ’ 

in care T represinta jumetate din suprafatia totale a 
sferei, si * escesul sferic. Inse T=2*R 2 ; deci 
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lW' 

Deca prefacem pe £ si 180° in secunde, fiind-ck « es- 
prime lungimea unei semicircumferentie cu radia 1*, 

catul648^00 7r Ĝste ^ un Si mea arcului de 1", care 

am vediut* ck este egal cu sinl". 

Punend acesta valore in formula din urma, obtinem: 

S=R 2 esinl", (3 

in care trebue se nu perdem din vedere ck * esprime) 
numeiul de secunde coprins in escesul sferic. 
Essemplu. Date:R-486 m ,5; e=84°13'28",4=303208",4. 
Necunoscuta: S=347921 mp ,84. 




*218 
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CAPITULUL III. 


Esercitii si aplicatiuni. 


220. Se se resolve un trianghiu sferic in care se cu- 
nosce ua lature a, anghiul opus A si suma seu diferentia 
cellor-alte doue laturi b si c. 

Deca se d& a, A, b~hc, vom determina anghiurile ne- 
cunoscute B si C prin a treia si a patra din formulele 
*179 lui Delambre* : 



BtC 


cos-- 

2 



cari ne dau suma B-j-C si diferentia B C; prin ur- 
mare chiar pe B si C. 

Laturile b si c le rom caleula in urma prin formulele: 


sin& sina sinc sina 


sinB sinA’ sinC sinA 
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Deca se a, A, b—c, anghiurile B si C se vor de- 
termina prin primele doue formule alle lui Delambre : 

b~c 

p.nsr 

B+C 


cos 


sm- 


cos 


A 

-cos —, 
a 2 ’ 


Sll 


B-C 


sm 


2 

b—c 


sm 


2 A 

-cos- 

^ 2 


Laturile b si c se determina apoi in acellasiu mod ca 
si mai sus. 

Essemplu. Date : A=76 0 3'51",2; 

£+c=98°34'13",6. 

Necuuoscute : B=90 0 32l2 ff ,72; C=32°43'40'',98; 
b=&S°23'M",04: - c=30°10'39",53. 

221. Se se reduca un anghiu la ori{onte. 

Un observator 0 mesura anghiul 
BOC al radielor visuale duse la doue 
objecte B si C, anghiul BOC nefiind 
in un plan orizontal. In aplicatiuni 
inse este mai tot-de-una necessariu a 
se cunosce nu ensusi anghiul BOC, 
ci projectia BUUaacestui anghiupe 
un plan orizontal. Acesta projectie se numesce anghiul 
redus la ori\ont. 

Pentru a se reduce anghiul BOC la orizont, se me- 
sura si anghiurile AOB,AOC ce fac radiele visuale duse 
la celle doue objecte considerate cu verticala AO. Ima- 
ginandu-ne apoi ua sfera cu radia 1 si cu centrul in 0, 
acesta sfera va taia fetiele triedrului OABC dupe arcele 
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AB,BC,AC, cari formedia un trianghiu sferic, al carui 
anghiu A are drept anghiu plan cu care se mesura chiar 
pe anghiul cautat B'00'. Resolvand dera trianghiul 
*204 ABC*, in care se cunosce AB—AOB, AC=AOC, 
BC=BOC, tote quantitati mesurate, vom put4 calcula 
anghiul A. 

Reducerea anghiurilor la orizont nu se mai face astadi 
prin calcul, ctci cu teodolitul se pote mesura direct 
anghiul B'OC'. 

Essemplu. Date : BOC=49°28'31"; BOA=78°35'8"; 
COA=82°51'43". 


*206 


*218 


Necunoscuta : A=B'OC'=50°0'l" ,8. 

222. Cunoscund longitudinea si latitudinea a doue lo- 
curi de pe suprafatia pamentului, se se calculedie distantia 
intre aceste doue puncte. 

Fie P si P' cei doi poli ai pam6n- 
tului, PEP'E' primul meridian, spre 
essemplu cel caretrece prinParis, EE' 
E equatorul, A si B punctele considerate. 

Se dk : 

pentru A, longitudinea L=EPC, si la- 
titudinea /=AC; 
pentru B, longitudinea L'=EPD, si latitudinea /'=BD. 

In trianghiul sferic APB se cunosce dera anghiul 
APB=L'—L, laturea AP=90°—/, siBP=90 0 -/'. Putem 
dera resolve trianghiul* si calcula laturea ceruta AB. 

Lungimea linearia a lui AB s’ar putĉ gasi prin for- 
mula (1)*; inse in casul acesta putem se reducem acea 
formula in modul urmator. 

Formula 
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AB 

180 0= 


in care AB este numerul de secunde continut in distan- 
tia de la A la B, / lungimea linearia a lui AB si * lun- 
gimea semicircumferentiei, dk : 


/=- 


*AB 

180° 


si fiind-ck 


si pentru pament 


180°—648000", 

jc=20000 kmt , 


avem 


;=?Sr‘xAB=^l‘ X AB 


648000 
Essemplu. Date : Bucuresci 

. lat. 48°50'11"N. 

Jrans 


324 

lat. 44°25'39"N. . 
Long. 23°46'12"'est ; 


Long. 0°0'0' 

Necunoscuta : AB=16°49'48',91=1870 kmt ,028. 

223. Dandu-se longitudinile si latitudinile a treipuncte, 
A,B,C, de pe supraĵatia pamentului , se se calculedie su- 
prafatia trianghiului sferic ABC,formaldeacestepuncte • 
Vom calcula laturile AB,BC,AC alle 
trianghiului ABC dupe metoda data 
la problema precedinte , si apoi esce- 
sul sferic £ prin formula(10)*. Atunci 
relatiunea (3)** ne va da suprafatia 
cautata , sciind ck pentru pament 

R—6377398“. 



*182 

«219 
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Essemplu. Date: Jassy. 


lat. 

Long. ^SHS^^est ’ 


Londra 


lat. 51°30'49"N „ , , lat. 59°56'30"N 

Lo n ff.2°25 / 57 // vest i Pe erS Urg Lo n g.27 0 58'13"est' 


Necunoscute : JL=18 0 26'17",43; JP=12°51'59',38; 
LP=18°51'19",73; e=l°59'9", 03=7149",03 ; 
S=1409643 kmp ,181818. 

224. Se se calculedie volumul unuiparalepiped cunos- 
cund lungimea cellor trei muchi alle unuia din anghiu- 
rile selle solide, si anghiurile ce aceste muchi facintre elle. 
T Fie OA=«, OB=P, OC=y lungimile cellor trei muchi 

date, cari tote concura 
in punctul 0; BOC=a ; 
AOC=£, AOB=c anghiu- 
rile ce aceste muchi fac 
una cu alta. 

Lasand din C perpen- 
diculara CD pe fatia AB> 



volumul paralepipedului este: 


V=dreptanghiu ABXCD. (a) 

Inse 

* % 

dreptaughiuAB=2ABO-2—=«rsinc. (h) 

Trianghiul dreptanghiu CDO dŭ: 

CD=COsinCOD=psinCOD. (c) 

Ne imaginAm ua sfera cu centrul in 0 si cu radia 1, 
care taia fetiele triedrului OADC dupe arcele A^D', 
D'C\ A'C'. Trianghiul sferic A'D'0' este dreptanghiu 
in D', cAci CD fiind perpendicularia pe fatia AB, si pla- 
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nul CDO, care trece prin CD, va fi perpendicular pe 
acea fatia. Prin urmare, dupe proprietatile triangliiu 
rilor sfericĉ dreptangliie*, 


sinClP^sinA^sinA', 


seu 


ori 


sinCOD=sin&sinA', 


sinCOD=2sin&sin-^-cos/^~ 

Li U 


Prelungind arcul A'D' pene in B' si unind B' cu C' 
prin un arc descris din 0 ca centru, in trianghiul sfe- 
ric A'B'C' avem: B'C /= u, A'C '~b, A ; B'=c; punend de- 

loc de sin^—si de cos^-valorea lor data prin e- 


ra m 


quatiunile (1) si (2)*, 

sinCOD=2sin£i / gĴBggĝfc - c) 

, V sin 2 £sin 2 c 


Vsinpsin(j?— a)sin(jp —&)sin(j?—c) 

sinc 

Substituind acesta valore in (c), 


CD—2p^ «np B in(p — a)sin(/>— b)sin(p —c) 

sinc 

Acesta valore a lui CD precum si valorea lui AB da 
ra de (b) o introducem in (a), si atunci 

V=2e<pr V sinj^si n( p —a)sin(/? — &)sin(j?—c). 
Essemplu.^ Date: «=15 m ,38; p=21 m ,13; y=18 m ,72; 
a=-63 0 13'29"; £~52°38'32"; c=79°25'15". 
Necunoscuta : V=4282 mo ,4833. 


*163'(6). 


*l 77 
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CARTEA IV. 


COMPLEMENTUL TEORIEI FUNCTIUNILOR CIRCUL4RIE. 


CAPITULUL I. 

1MMDLTIREA SI IMPARTIREA ARCELOR. 

Espressiuni imaginarie. 

225. Ua espressiune imaginaria este ua functiuneca- 
re coprinde radicalul V — 1 . Ori-ce espressiune de felul 
acesta pote tot de una se se reduca la forma a+fcV—1, 
in care a si b sŭnt quantitati reale, positive, nuĥrlieu 
negative. 

Fie r un numer positiv ore care si « un angĥiu; pu _ 
tom tot de-una gasi pentru r si « nisce valori cari se sa- 
tisfaca equatiunile: 

a=“rcosa, £=“rsin«, ^ (a) 

din cari 

a . b 

cosa=— smi=—: 
r r 

era deca le adunĴLm, dupe ce le-am ridicat la patrat, 
r 2 (si n 2 *+co s 2 «)— a 2 + b 2 , 
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seu 


r=Va 2 +£ 2 . 

Punend valorile (a) in locul lui a si b in espressiunea 
imaginaria, ea devine: 

af-b^j —l=r(cos<H-V— lsin«). 

Numerulr se numesce modulul, era anghiul ^argumen- 
tul quantitatiiimaginarie, Modulul este egal curadecina 
patrata a sumei patratelor quantitatilor reale ce insotiesc 
lmaginara. Argumentu! este unanghiu datprin sinusul si 
cosmusul seu, si fiind-c&acesteliniitrigonometrice sunt 
periodice, tote arcele, diferind intre ellecu2jiseu cuun 
multiplu al lui 2n, cari vor av4 drept sinus si cosinus valo ■ 


b . a 

rile — si —, vor pute fi luate ca argument al espressiu- 

nei imaginarie date. Prin urmare, pentru ca doue espres- 
siuni imaginarie, r(cosH—V^lsin») si r'(cosa'-fV— lsina') 
se fie egale, este de ajuns ca modulele lor r si r' se fie 
egale, era argumentele lor a si a' se difere cu un mul- 
tiplu al circumferentiei. 

Doue espressiuni imaginarie se numesc conjugate 
deca difera una de alta numai prin semnul termenului 
in care se afla V—1 ] ast fel sunt: r^cosa+V^Isina) si 
r(cosa—V—lsina). _______ 

Ua quantitate reale positiva pote fi considerata ca ua 
quantitate imaginaria al carii argument este un multiplu 
prin un numer cu sotiu al unei semicircumferentie ; si ua 
quantitate reale negativa ca ua quantitate imaginaria al 
carii argument este un multiplu prin un numer fora so- 
tiu al unei semi-circumferentie. 

In adever, in espressiunea imaginaria 

r(cos2&H-V—lsin2Ait), 
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2 k fiind u.n numer ore-carĉ cu sotiu, avem \ 
cos2Art=l, sm2/bc=0 ; 

deci _ 

r(cos2/crt+V—lsin2/cjt)= r, 
r fiind ua quantitate reale positiva. 

Assemenea, in 

r{cos(2/c-f-l)jt+V—lsin(2/c-f 1) jc ), 

2 /c+l fiind un numer fora sotiu, 

cos(2/c+ 1)jc= — 1, sin(2/c-f 1)jc=0 ; 

asia dera 

r{cos(2/c+ 1 )jc+V—‘- lsin(2/c-)-l) jc }=—r, 
si r este ua quantitate reale negativa. 

FORMULA LUI MOIVRE 

226. Fie a se immulti espressiunile imaginarie 
r(cos«+V —lsin#) si r'(cosP+V—lsinp). Avem : 

r(cos«+V—lsin«)xr'(cosp +V—lsinp) 
=rr'(coB* cosp+V — lcos «sin^+V—lsin «cos|3—sin« sinp) 
^rr^cosfc+pĵ+V— lsin(«+p)}. 

Immultind ambii membri ai acestei egalitati cu uaa 
treia quantitate imaginariar"(cosY+V—lsinv), vom avĉ: 
r^cosa-f^ — lsina)r'(cos(3+ V — lsinj)r" (cos/+ v / -lsiny) 
=rr / [cos(a + /3) + v / — 1 sin(a+|3)jr' / (cosy+v / — lsinj') 
==rr/r/ Jc°s(«+/3) co sy+v / — lcos( /+/3)siny { 

l +v/~ lsin(a-+|3)cos7—sin(a-(-j3)siny ( 

=rr'r"{coB{t + /3+y) + +— 1 sin(c +/3+y)j. 

Urmand assemenea pentru patru, cinci,.... factori, 
vom obtine formula generale : 

r(cosa+v / —lsina)r'(cos^+ +—lsin/3)r''(cosy +(y—lsmy 
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. . . r n (cosr+v / —lsinv) 

, // (cos(a+i3+y+. . . 

~ rr ' r r ) _ ' 

n | + v ' / — lsin(ci-f-|3-f-y-f .. ,-f-v 

Membrul al doilea coprinde ua espressiune imagina- 

ria al carii modul este rr‘r" . r n , era argumentul 

«+d+y+. .. • asia-dera produsul mai multor espres- 
siuni imaginarie este tot ua espressiune imaginaria al 
carii modul este produsul modulelor factorilor, era argu 
mentul e suma argumentelor factorilor. 

Operand in acellasiu mod vom gasi inca : 

>■( 0080 ++ — lsin«)r'(cosj3—v—lsinjS) 

=rr'{cos(a—(3)++— lsin(a—(3)}, 
r(cosa—+—lsin«)r'(cos(3—+—lsin(3; 

~rr'{cos(a+p)— V —lsin(a+p)}. 

Corolariu I. Deca in (1 bis) presupunem : r=r'= 1; 
a=p, formula devine : 

(cosa+V— lsina)(cosa—V—lsina)=cosO°+V—lsinO°=l; 
asia dera produsul a doue guantitati imaginarie conju - 
gate este egal cu unitatea. 

Corolariu II. Din equatiunea 

(cosa+\/—[sina)(cosa— v/^Tsina^l, 

deducem: 

-^--—=.cosa—v/^lsina ; 

cosa f v/—lsina 

prin urmare inversa unei espresstuni imaginarie este ua 
alta espressiune imaginaria, conjugata cu cea data. 

227. Deca in formula (1) punem: 

r=r'=r"= .... =r n> a=(5=y=. . . .=v } 
ea devine: • 

{r(cosa+v/^sina)} m =r m (cosma+v / —lsinma), (2) 
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m fiintl numerul factorilor. Acesta formula, numita for- 
mnla lui Moivre , esprime c hputerea uneiespressiuni ima- 
ginarie este tot ua espressiune imaginaria, al carii modul 
este chiar modulul rade< inei ridicat la ua putere egale cu 
a espressiunei imaginarie, era argumentul este tot argu~ 
mentul radecitui immultit prin esponentul puterii la care 
se ridica acesta radecina. 


IMMULTIREA ARCELOR 


228, Formula lui Moivre ne d& possibilitatea de a 
calcula sinusul si cosinusul unui multiplu ore care al 
arcului in funotiune de sinusul si cosinusul arcului sim- 
plu. In adever, deca in 

r m (cosrna-f \/^isinwa)=r m (cosoi+\/UMsinoi) m 
eliminam factorul comun r m si desvolt&m puterea din 
membrul al doilea dupe binonul lui Nevvton, observand 
c&: (v/—1) 2 = — 1, (,/ —1) 1= — /—1, (\/—l) 4 = avem : 


_ m _ 

cos ma+v/—lsinw«=cos m a+— V— lcos m-1 sina 

w(w—l) cos m - ta&irda-—^ 71 — ^ Y m _ _f) ^zr[cos m ~ 3 Psin 8 a 
1.2 1.2.3 


+ _ m( m -l j (m-^)(m --3) eo ,„ w „ + 

=^COS m « — ——^C03 m_! 0sili J M 


1.2.3 

w(w — l)(w — 2)(w — 3) 
1.2.3.4 


cos m 4 «sin 4 a- 


. ] 




j^COS m ~’ 


asin«- 


w(w l)(w —2) 

' 1.2.3 


cos 


' 3 asin 3 « 
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m[m —1 )[m —2 ){m — 3 )(m — 4) 


1.2.3.4.5 


cos m 5 «sin E a— 



Inse cand avem ua egalitat.e intre quantitati reale si 
quantitati imaginarie se scie ck quantitatile reale sunt 
egale intre elle si celle imaginarie assemenea; avem 
dera: 


cosrna=cos m a 


m[m~ 1) 

L2 


cos m 2 asin 2 a 




m[m — l)(m — 2)(m -3) 
1.2X4 


cos 


m—4 


asin 4 a— ... (1) 


m m _, . , m[m—l)(m-2) m _ 3 . 3 

smma=—cos asinaj-i1-lcos 3 asin a 

1 x 1.2.3 


, m(m— 1 ) -(m—4) m _ B . 5 

+-1X345- C ° S ° Sm - 


(2) 


In (2) am eliminat factorul eomun 

In membrul al doilea din (1) nu intra de c&t puteri 
cu sotiu alle lui sina; deca dera vom voi aav4 pecosma 
in functiune numai de cosa, vom inlocui pe sin 8 a prin 
l~cos 2 a, pe sin 4 a prin (1—cos 2 a) 2 ,...., si atunci membrul 
al doilea al acelei equatiuni ne va da pe cosma in func- 
tiune de cosa prin un polinom rational , c&ci va contine 
numai puterile intregi alle lui cosa. 

In membrul al doilea din (2), deca m este fora sotiu, 
intra tot puteri cu sotiu alle lui cosa; deci inlocuind pe 

cos 2 a prin prin 1—sin 2 a, pe cos J a prin (1—sin 2 aj 2 ,.. 

membrul al doilea al acellei equatiuni ne vadapesinma 
in functiune de sina prin un polinom rational, c&ci va 
contine numai puterile intregi alle lui sina. Deca inse 
m este cu sotiu, membrul al doilea al equatiunei (2) 
contine puteri fora sotiu. alle lui cosa, In acest cas, pu- 
nend pe cosa factor comun, formula (2) devine: 
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r m . m(m-X)(m-2) m _ 4 . . 

smma=cosa. —cos asina-— - - --cos asm a 

Ll 1.2.3 


m(m—1).(m—4) m „ 

K -cos m asm' 


in B a—....J(3) 


' 1.2.3.4 5 

Parentesul contine numai puteri cu sotiu alle lui cosa; 
inlocuind dera pe cos 8 a prin 1 — sin z a, pe cos 4 a prin 
(1—sin 5 aj 2 ,.., v vom av4 in parentes un polinom ce va 
contine numai puterile intregi alle lui sina, si prin ur- 
mare va fi rational. Iulocuind inse si pe factorul comun 
cosa, prin v/1 —sin 2 a, membrul al doilea incetedia de a 
fi rational. Deci, cand m este cu sotiu, sinma pote fi 
esprimat prin un polinom care se contina numai pute- 
rile lui sina, inse acest polinom va fi irrational. 

229. Divisand (2) prin (1) obtinem: 
sinma 

-= tgma 


V 1 m -1 

■^COS 0 


cosma 
m(m-i)(m-2) m .ĵ 


m .g 


m m m —•) 

cos a—-—cos 


1.2.3 

»i-2 


cos ' asin3a+ 1 . 2 . 3.45 


asin4a- 


m'(m — 1 )(m —2 )(m— $) m- 4 

asin2a-|-- , „ ; ;-COS asinia—. 


1.2 1.2.3.4 

si divisand ambii termeni ai fractiunei din membrul al 
doilea prin cos m a, 

. 1 8 1.2.3 S 1.2.3.4.5 S m 

tgma = -—-— x -, (4) 


m\m 1) ^ m(m-l)im-2)(m-3) 

1.2 S ^ 1.2 3.4 


tga —. 


formula care dSi pe tgma in funetiune de tga. 

Essemple. 1°. Se se determine sinSa cunoscundpe sinn. 
Punend in formula (2) m— 8, a=a, avem: 


g 

sinSa cos 7 asina 


1.2.3 
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8.7.6.0.4 
1.2.3.4.5 


cos 3 iJsin B fl 


8 .7.6.5.4.3.2 

1.2 3.4.5.6.7 


cosasin 7 a, 


seu 

sinSa--8cos 7 <3sin<3—56cos 5 flsinfl 
-f- 5 6 cos^flsin^fl—S cosflsin 7 fl. 

Deca voim se afliim pe sin8fl numai in functiune de 
sina. punem in acesta equatiune pe cosa ca factor co- 
mun in membrul al doilea, si atunci 


inse 


sin8fl=cosfl(8cos 6 flsinfl — 5 6cos 4 flsin 8 fl 
+ 56cos 2 flsin 6 fl—sin 7 fl); 


cosfl”^ 1 —sin 2 fl, cos 2 fl—l—sin^fljCos^fl—l+sin^fl-^sin^fl, 
cos 6 fl =1—3sin 2 fl+3sin 4 fl —sin 6 fl. 

Punend aceste valori in formula si facund reducerile, 
sinSfl^-Vl—sin 2 flf8sinfl—80sin 8 fl+192sin 6 fl—128sin 7 fl). 
Polinomul din membrul al doilea este irrational c&ci 


contine pe V 1 —sin 2 fl, si m a fost cu sotiu ; acest resul- 

tat coincida dera cu cea ce am dis la finele § 228. 

2°. Se se determine s:«5a in functie de sina,. 

Avem: m= 5, «^fl; punend aceste valori in (2), 

r ' 5.4.3 2 . 3/t 5.4.3,2.1 . 5 

cos flsin fl -f- sin fl 


sinofl —-cos flsinfl - 

1 1.2.3 


1.2.3.4.5 


— 5 cos 4 flsinfl—10cos 2 flsin 8 fl+sin 6 fl. 

Pentru a esprime pe sin5fl numai in functie de sinfl, 
inlocuim in acesta formula pe cos 2 fl prin 1 — sin^fl, pe 
cos 4 fl prin 1—2sin 2 fl+sin 4 fl, facemreducerile siobtinem : 
sin5fl”5sinfl—20sin 3 fl+16sin 6 fl. 

In casul de fatia, m fiind fora sotiu, sin5fl este espri' 
mat prin un polinom rational ce contine numai pe sinfl. 

3°. Se se determine cos 6 a in functie de cosa. 
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Formula (1) dk: 

cos6a=cos 6 a- 


6.5 


1.2 


cos\zsin 2 a 


6.5.4.3 2 ■ 4 

cos asm a- 


1 . 2 . 3.4 


6.5.4.3.2.1 . 6 
sin a 


1.2.3.4.5.6 


=cos 8 a—15cos 4 asin 8 a -f- 15cos 2 asin 4 a—sin 6 a, 
si inlocuind pe sin s a, sin 4 a, sin 6 a prin valorile lor in 
functie de cosa si reducund, 

cos 6 a=32cos 6 a — 48cos 4 a+18cos 2 a—1; 
cos 6 a este esprimat prin un polinom rational ce coprin- 
de numai pe cosa. 

4°. Se se determine tgla, in functie de tga. 

Formula (4) dk: 


tg7a= 


7 


7.6.5 

1.2.3 


tga- 


7.6.5.4.3, 6 


1.2.3.4.5 


tga 


, 7.6 A 2 . 7.6.5.4, 4 

1——tg 2 a-f--tg 4 a- 

1.2 8 1.2.3.4 8 


7.6.5.4.3.2.1 7 
]f2 3 4 5 6 7^ a 
7.6.5.4.3 2 + 6 
1.2.3.4.5.6 


7 tga—3 5 tg s a -)- 21 tg B a—tg 7 a 
1—^ltg^a+SStg^a —7tg 6 a 


DIVISIUNEA ARCELOE. 


Sub acest titlu ne propunem problema inversa acel- 
leia pre care am resolvat-o mai sus, adeca: dandu se li• 
nia trigonometrica a unui arc , se se gasesca linia trigo- 
nometrica a submultiplului acelui arc. 

230. Dandu-se cos a se se gasesca cos — 

m 

In ecjuatiunea (1)* punema=—, siprinurmarema=a; 

ea devine atunci: 
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L 


m 


_ -mU rrurri —11 m _ s d . oŭ 

cosa=cos — — —1--cos —sm — 


1.2 

m(m — l)(m—2)(m—3) 

1.2.3.4 


m 


m 


cos 


m-4 


—sin——. 


m 


m 


Aci cosn este quantitatea data si cos—necunoscuta; 

a m 

punem dera: coscos— =x: si fiind-ck 

m 


■ 2 (i . a a • 4 a 
sin—=1—cos JL, sm—> 
m m m 


i o a 
1—cos — 


vom av4: 


sin 8 -i'=» 1 — X 3 , sin 4 -2-=fl— x 2 
m m V 



Facund inloculrile equatiunea devine: 

_ i. i . - 

1.2 


m m(m— 1) m _ 2/1 s . 
x m ——i- -X 2 (17-X?X' 


«*(«*—!)(»*—2)(w—3) m _4 fl _ _ r2 s 2 

1.2.3.4 1 


=b. 


Desfacund parentesele ce contin pe x , grupand ter- 
menii ce contin puteri egale alle lui x, si inseinnand cu 
A pe confactorul lui x m , cu A 2 pe al lui cu A 4 pe 
al lui x m ~ K , . . . , equatiunea va lua forma: 

Ax m +A 2 x m ~ a -f-A i x m ~ i -j-. . . .=£. 

Prin urmare determinarea lui x, adeca a lui cos—, in 

m 

functiune de b, adeca de cosa, depinde de deslegarea 
unei equatiuni de gradul m in x. 

Essemplu. Cunoscund pe cosa , se se determine cos-. 

6 

a 


Punend in (1)* in loc de m« pe a , in loc de a pe 
si in loc de m pe 6, acea equatiune devine : 


m 


*228 
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6 a 6.5 ,a.,a 

cosa-cos — - — cos—sin ~ - 

6 1.2 6 6 


6.5.4 3 

1.2.3.4 


2 a . 4 a 6.5.4.3.2.1 . 6 a 

cos—■sm -— sm — 


6 


1.2.3.4.5.6 


- cos 6 ——15 cos 4 — sin 2 — -f 15 cos 2 — sin 1 — — sin 6 —. 
6 6 6 T 6 6 6 

Punern: cosa^b, cos —=x: atunci, fiind-ca sin 2 — 
6 • 6 


1—cos 2 -^-, sin 4 — = [l — cos 2 —) , siu 6 ^! I —cos 2 ~ 

6’ 6 l 6 J ^ 6 1, 


'3 

8T 

avem : sin 2 -^-=l— jc 2 , sin 4 = (1 — x 2 ) 2 =l — 2 jc 2 +jc 4 , 

6 6 

sin 6 -|--(l — jc 2 ) 3 =1 —3cc 2 -f-3cc 4 —cc 6 . Introducund tote a- 

ceste valori in equatiune, effectuand immultirile si gru- 
pand termenii ce coprind acelleasi puteri alle lui x , 
avem : 

32jc 6 —48jc 4 +18jc 2 — \=b, 

equatiune de gradul al siesselea care resolvata ne va 
da pe x, adeca pe cos -jf i i n functie de cosa, represintat 
prin b. 

231. Dandu-se sin a, se se gasesca sin —. 

m 

*228 1° Deca m este fora sotiu, punend in equatiunea (2)* 

in loc de ma pe a si in loc de a pe—, vom avĉ : 

m 


m m , <3 . a m(m— l)(m—2) 

sma=—cos m -sm-——^-- 

1 m m 1.2.3 


Tn_4 W • O & 

cos — sm 3 —- 


m 


m 


m(m— 1)-( m ~ 4 ) co= m -5 

1.2.3.4.5 


sm°——.... 
m m 
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Punem: sinc-£, sin— =x: sifiind-ckputerile m—1, 

m 

m —8, m— 5, la cari este ridicat cos — sunttote cu so- 

m 

tiu , c&ci m este fora sotiu, vom inlocui pe cos 2 — cu 

m 

1 —jc 2 , pe cos 4 -^- cu (1 - a: 2 ) 2 .Facund apoi tote 

m 

immultirile, grupand termenii ce contin puteri identice 
alle lui x, si insemnand erasi cu A, A 2 , A 4 , . . . . con- 
factorii termenilor x m , x m ~ 2 , x m ~*, . . . equatia va 
lua forma : 

A+A 2 ^ m_a +A 4 ^ ra - 4 -f. . . . =b\ 

acesta relatiune este de gradul m in x\ deci pentru a 

determina pe sin— in functie de simi, deca m este 
m 

fora sotiu, trebue a resolve ua equatiune de gradul m. 

2° Deca m este cu sotiu, punend in (3)* pe a in loc »228 

de ma si pe a - in loc de a, equatiunea aceea devine : 
m 


sin<z=cos— 

m 


m _«a . a mfm-i)(m-2) ,a . s a 

m 2 ---cos —sm 3 — 

1.2.3 m m 


m 

—cos —sm 
1 m m 


m(m—1).(m—4) 


cos m_ — sin — —,... 
m m 


1 1.2.3.4.5 

Punem : sind=£, sin— —x: atunci: cos— = Vl— x 2 , 
™ m r 


m 


cos 2 —=1— x 2 , cos*—=(1 — cc 2 ) 2 , .... Parentesul con- 
m m 

tine numai puteri cu sotiu alle lui cos—, caci m Cste 
A m 

cu sotiu; substituind dera in equatiune aceste valori 

alle lui sind, sin —, cos in parentes nu vqt 

m m 
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intra de cŝ,t espressiuni rationali cari vor continepe x; 

singur factorul comun cos— va fi represintat prin es- 

m 

pressiunea irrationale Vl— X 1 . Deca dera, dupe ce am 
facut inlocuirile, vom face tote reducerile i vom in- 
semna cu Aj, A s , A s ,. . . . confactorii termenilor 
x ni - 3 , , equatiunea precedinte va lua forma : 

Vl— jc 2 [A 1 cc m - 1 + A 3 Jc m ' 3 +A 6 ^ m - 5 4-_]=£; 

ridicandu-o la patrat, 

(1—^[A^-HA^jc^-^+AsCC 111 -'^_] 2 =A 2 . 

Acesta equatiune este de gradul 2 m in x; asia dera, 

pentru a gasi pe sin— in functie de sina, cand m este 
m 

cu sotiu, trebue a resolve ua equatiune de gradul 2m. 


Essemple. 1°. Se se determine sin— cunoscundpe sina. 
*228 Equatiunea (2)* devine in casul de fatia : 


sina^ 


=5cos 4 -sin^- 


5 


5.4 3 


a . ,a 

-cos‘ sin -- 
1.2.3 5 5 


5.4.3.2.1 . b a 

—--sin - 

1.2.3.4.5 5 


= 5cos 4 ^sin- — 10cos s —sin 3 - + sin 6 -. 

5 5 5 5 5 

Punem : sina = £, sin fl -=x; prin urmare : cos 2 — 

5 5 


•\2 


1 —X 5 


w • 2 ^ -i 2, A & f ~i • 2 & 

- 1—sin - = l — x 3 ; cos — = 1 — sin — 

5 5 [ o, 

=1 — 2x a -+x 4 . Facund tote reducerile equatia devine : 

16x 6 —20x 3 + bx=b, 

equatie de gradul al cincilea care trebue resolvata pen- 

tru a afla pe x, adeca pe sin—, in functie de sina 

5 

2°. Se se determine szVz-^- cunoscund pe sina. 
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a 


Equatiunea (3)* devine, punend : m= 8, ma=a, 
a 

“'8 : 

a . a 


sma 


a r 8 

= COS tL — 

8 L 1 


cos -sin—- 
8 8 


8.7.6 4 <z . 3 a 

-cos—sm — 

1.2.3 8 8 


8.7.6.5.4 
-cos 

1.2.3.4.5 8 


a . s a 8.7.6.5.4.3.2 . 7 zz"| 

-sm 6 ——-sm — . 

8 8 1.2.3.4.5.6.7 8j 


=cos ^f8cos 6 ^sin —— 56cos 4 —sin 3 — 

8 [_ 8 8 8 8 

+56cos 2 --sin 5 -- 8sin 7 fl. 

' 8 8 8j 

Punem : simz=£, sin— = X] prin urmare : cos* 2 =Vi — .X 3 , 
8 8 

cos 2 j=l— X 1 , cos 4 -ff=l-2.x 2 +.5c 4 , cos 6 -?=l—3 jc 2 + 3x 4 —.x 6 ; 
8 8 8 

introducund aceste valori in equatiune si facund re- 

ducerile in parentes, equatiunea devine : 

>]l^x 2 [8x —8 Oz 3 +19 2 J 5 — 128m 7 ] =b ; 

ridicandu-o la patrat si reducund erasi, 

64^—1344^ 4 +10752^ 6 —42240^+90112,x 10 - 106496m 12 

+65536ic 14 —16384m 16 =i> 2 , 

equatiunĉ de gradul al siesse-spr6-diecelea care dst pe 
sinJL in functiune de sincz. 

Observare. Equatiunea din urma vedem ck nu cu- 
prinde de cŝ,t puterile cu sotiu allelui*; deca dera 
vom pune x 2 =y , ea va deveni: 

64+—1344+ 2 +10752jr 3 -42240+ 4 +90112j 5 -106496+ 6 
+65536j 7 —16384j 8 =£ 2 , 

equatiune de gradul al optulea in j; prin urmare, chiar 


*228 
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«229 


*229 


cand m este cu sotiu, determinarea lui sin— pote se se 


m 


reduca la resolvarea unei equatiuni de gradul m 


232. Dandu-se tg& se se determine tg 


m 


Punend in (4)* ma—a, er=—•, avem : 

m 


t ga- 


a mim— i)(m— 2 ), s a m(m-i)..(m— 4 ), . a 

r tg m—12“ tg it 12 J.hr^ ts m 


m(m-i)^ 2 a m(m—i)(m—2)(m-3) ±a 

1.2 S m + 1.2.3.4.5 tg m 


si facund t ga=b, tg—=.r, 


m 


ra r _ m(m-')(m — 2 ) ^3 m(m-i).(m-4) ^. 

= j._ 1.2.3 1.2.3 4.5 

2 _ m{m ■ O^a , m(m-i)(m-2)(m-3) r jt 

1.2 1.2.8.4 


seu 


m(m-t)(m-2) ,_^ w ( TO -i)( m -2)( }W -3) 

1 1.2 1.2.3 1.28.4 

j. w(m-l)....(m—4)^,5 , h 

+ —L2.3T4.5—* + . 

equatiune de gradul m care ne va da pe r=tg— in 
functiune de iga=b. 


m 

a 


Essemplu. Cunoscundpe tg&, se se determine tg-. 

Punend in (4)* m=7, «=-^, t gma=b, tga=tg-^ = r, 
avem: 


b=- 


7 7.6.5 3 , 7.6.5.4.3 

-x —- ar+—- 

1 12.3 1.2.3.4 5 


x° 


7.6.5.4.3.2.1^ 
1.2.3.4 5.6 .1 


-x' 


7.6 j , 7.6.5.4 n . 4 


1—— X‘ 

1.2 


1.2.3.4 


x 


7.6.5.4.3.2 

1.2 3.4.5.6 


-x 
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de unde 

7a + 21 baf- 


85.l 3 — 35fe 4 +21a; 5 +7^ 6 -^= b, 


equatiune de gradul al sieptelea care dk pe tg—. 

ESPRESSIUNEA LUI SlN“a SI COS m a IN FUNCTIUNE DE 
SINUSELE SI COSINUSELE MULTIPLILOR ARCULUI 


233. Fie espressiunile imaginarie coniugate 
cosa+V— 1 sina, cosa— V— 1 sina; 

punem 

u=cosa+V—Isina, | 
p=gos a— V — Isina. j 

Ridicand la puterea n aceste doue equatiuni, avem 
dupe formula lui Moivre* : 

u n — cos/Jfl+V— 1 sintta 
p n -=cosna — V — 1 sinna. 

Adunand, si pe urma scadiend aceste doue equatiuni, 
avem : 

u n +tt n =2cos na, 
u n —v n = 2V—1 sinttj; 
era deca le immultim una cu alta, 

u n v n =cos 2 na-\- yJ~\smnacosna—yJ'—\s\VLnacosna 
+sin 2 tt+ 
seu 

w n u n = l. (b) 

Equatiunile (1) adunate dau : 

2cosa=w+tt, 

si ridicund la puterea m, 

2 m cos m a=(w+tt) m ; 

desvoltam puterea din membrul al doilea dupe legea 
binomului lui Newton : 



*2?7 
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2 m cos m a=u m +—u m +-f 


m ( m L)u m -*v a +..+-up m - 1 +v m . 

1.2 1 


Deca m este cu sotiu, desvoltarea are uu numer de 
termeni fora sotiu, si atunci termenul de la mediu-loc 
este 



era deca m este fora sotiu, desvoltarea arĉ un numer 
de termeni cu sotiu, si la mediuloc vor fi doi termeni 
cu confactori egali, si anume : 


/ m+3 / \ m+3 

mfm—l)....—-— mfm—i)., 

' ' g m+l m—1 v ' 


1.2.3. 


m—1 


u 2 v * ,si- 


2 m—1 m-t-l 

u 2 v 2 5 


1.2.3. 


m—1 


prin urmare grupand termenii equidistanti de estremi- 
tati (cari se scie ck au confactori egali), in casul cand 
m este cu sotiu, vom avd : 


2 m cos m a=(u m -f p m )+ !fl(u m -++ uv m ^) 

+ m ( W ~^(^m-V . 

1.2 


m(m — 1) +1 


m 


1.2 .— 

2 


m m 

U Y V J 


=(u m +v m )+™uv(u m - i +v m ~ 2 )+? l ^—^u 2 v 2 (u m - i +v m - i )+... 
1 1 »2 
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m(m —1). 


m 


+1 


2 ,»2 . 


m 


u- 5 p 


1.2.3. 

era deca m este fora sotiu, 
2 m cos m a— («“+;;“)+^(u m- ++M;' 


.m— 


m ( m^ _ ])( u m-* p 2+ u * p m-^' 


m(m—1). 


m+3 


1.2.3. 


m—1 


2 ( m +* m —1 m—1 m+1 

U 1 2 * P 2 + u 2 ^ 2 


=(M m +^ m )+^M^(u m - 2 +^ m - ! )+^^lW(w m - 4 +^ m - , ‘)+. 

1 1.2 


m(m —1). 


»t+3 


1.2.3. 


m—1 


2 m—1 m—1 

U 2 P 2 ( U-j-P ). 


Inse dupe (a) si (b), 

u m -tP m= 2cosma , « m - 2 +^ m - 2 =2cos(iw—2 )a, .. 

up= 1, uV=1,.; 

substituind aceste valori in equatiunile precedente, 
avem, pentru casul cand m este cu sotiu : 

2 m cos m a=2cos?Ka+2—cos(w—2)a+2 TO ^ m ^ cos(w-4)aq-... 

1 1.2 

* 

>»(»!-1). 


. + - 


f ! +1 


1 O Q m 

• O••.• 

2 


si divisend ambi membri cu 2, 
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yy\ W. ( 1Yl _ 

2 m_1 cos m a=cos'na-t—cosfui—2)a+——.—-cos(>»—4)<i+. 

1 12 

m(m —1) -+1 

.....+1 - M (2) 

1,2 ."2 

era cand m este fora sotiu, 

2 ra cos m tf=2cosma+2—cos(m- 2)a+2 m m ^ cos(m—4 )a+ 

1 1.2 

m{m —1). m ^ 

.-j-2-cosfl, 

1.2.3. 

2 

si divisend ambii membri cu 2, 

Wl f tYl{ , Wl 1 ^ 

2 m-l cos m a=cosrna-j—cos(m—2)a+—-— -cos(m— 4)a+... 
1 1.2 

m(m— 1)....-LLL 

.-j-cosa. (3) 

1 O Q ^ f 

l.u.u -— 

2 

Essemple. 1°. Se se desvolte cos 6 & in functie de cos a, 
cos2&, .... 

Formula (2) dk, pentru m=6 : 

2 5 cos B a=cos6a-j-^cos4a+^cos2«+L. ^'^ , 

1 -1.2 2 1.2.3 

seu 

* 

32cos B a=cos6a-j-6cos4a + 15cos2a+10. ' 

2°. Se se desvolte ios ĥ a in functie de cosa, cos2a,.... 
Formula (3), pentru m=5, dk: 

5 5 4 

2 4 eos 5 a=cos5a-f-^cos3a-j-^-cosa, 
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seu 


16cos 6 tf=cos5a+5cos3ti-|-l()cosa. 

234. Scadiend equatiunile (1) una din alta, avem: 

—laina=« — v ; 

ridicund la puterea m ambii membri si desvoltand bi- 

nomul din membrul al doilea, 

,- m , m(m— 1) 

2 m (V— l)™sin m a=(w—^) m =w m — M m ~V+ " g u m ~V 


«(«* — l)(w» - 2 _) u m-y + 


1.2.3 


(A) 


Deca m este cu sotiu, desvoltarea din membrul al 
doilea are un numer fora sotiu de termeni, si termenul 
de la mediuloc este 


m(m —1) 


H— 


fc+i 

I O 1 m m 
^ ' 2 


1.2 


m 

"2 


u 2 v 2 


prin urmare grupand termenii equidistanti de estremi- 
tati cari se scie cii au aceiasi confactori si acelleasi sem- 


2 m (V— 1 ) m sin m a=(w m + v m ) —-y-(M m- V+ uv m ~') 

m.(m 1 )/ m _ 2,,8 , „ 2 „m- 2 \ 


1.2 


:(u m -V+uV m - 2 )— 


m(m —1) . . . 


m . 

it +1 


1.2.3 . . . 

2 


uV*. 


m 


m-2 i ,,m-S\ ■ ^(Vl 1) 2,,2f,,m-4 , ,,m-4\ 


=(u m +v m )— Mi'(M m ' 2 +J' m ' S )-} 

1 1.2 


; uV(u m ' 4 +u m ' 4 )—.... 
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... .4- 


m(m— 1) .... -^-+ll m m 

l 1 I i" t 

-:- '~u 2 v , 


1.2 _+- 


m 

2 


Inse, dupe equatiunile (a) si (b), 

u m -f-v m =2cosrna, u m ~ 2 -j-v m ~ 2 =2cos(m — 2)a,... 

uv= 1, «V-=l,. 

Substituind aceste valori in equatie si divisand am- 
bii membri cu 2, 

(^/—i) m s inrna— cos?wa—jCos(?w 2)a 

+ ^=±) 0 :o S (»-4)«-. 


1 

- 2 


m(m —1) . . . 


(m 


+ 1 


1.2 . . 


Aci (/— l) m nu este imaginaria, cŝ.ci dupe algebra, 

7Yl 

si fiind-ck m este cu sotiu,—va fi un numer intreg, si 

espressiunea (—l)f va fi reale. 

Deca m este fora sotiu, desvoltarea din membrul al 

doilea al equatiunei (A) are un numer cu sotiu de ter- 

meni, si prin urmare la mediuloc se afla doi termeni cu 

confactori egali cari sunt: 

, ... w»+3 _ , , ot+3 

m(m—1 )- m+i m :‘ m(m—l )...-m-t m+i 

2 2 2 2 2 2 
+- Z U V ;S1+- -U V 


1.2 • . 


m—1 


1.2 .. . 


m—1 


2 2 

Deca dera grupkm termenii equidistanti de estremi- 
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tati, cari au confactori egali si semne contrarie, equa- 
tiunea (A) se face: 


2 ra (v/=i) ra sin m a^{u m —p m )—^-(u m V— up m ^ 1 ) 

I m ( m l)/,.m-2 iI 2 ,,2,,m—2\ 


1.2 


'( U ra -y—uV"' 8 )- 


m(m—1). 


m+3 




m-f-l m—1 m—1 m+1 

2 , 2 2 ‘ 2 2“ \ 

(M —U V ) 


1.2 

I 


m—1 


=(M m -^ ra )--MM(M m - 2 -M m - a )-f-^^—^MV 2 (M m - 4 -^ m - 4 )-... 

1 1.2 


m(m—1)... 


m ~h3 m _i m _j 


.+- 


2 2 2 , N 
U V (U — P)‘ 


1.2 


m—1 


substituind aci valorile date de equatiunile (a) si (b) 
avem: 

2 ra (v/ZTi) m sin m <2=2\/^lsinmfl— 2™V^\&va{m —2 )a 


+2- m ( W — lsin(m—4 )m—. . . 

l>a 


m(m—1). 


m+3 


0 2 _ 

.+<a-r/ — lsinfl; 

i—1 ’ 


1.2 


m- 


si divisend cu 2v/—1, 

__ t 

2 m - 1 (v/— lJ^-^sm^M^sin ma—— sin (m — 2 )a 


+ i?!^jL^sin(w—4)a—. 


19 
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m(m—1 ). 


m -f- 3 


1.2 


m—1 


-sina. 


(5) 


Espressiunea (v/—l) m_1 din membrul antaiu nu mai 

m —1 

te imaginaria, cŝ.ci ea este tot una cu (—1) 2 ; si m 

* ^Yi _j[ 

fiind fora sotiu, m —1 este cu sotiu, era —-— este un 


numer intreg; prin urmare espressiunea (—1) 2 este 
reale. 

Essemple . 1°. Se se aetermine sm B a cunoscund pe cos a, 
cos2a, ... 

Formula (4), in care punCm m= 6. dk: 

2 6 (v / -^) 6 sin 8 tf=cos6<3--cos4tf-f-^4cos2tf— I.AAlL. ■ 
v ' 1 1.2 2 1.2.3 ’ 


mse 


(v/—i) 6 =(-l)“=-l; 

deci 

—S^sin^^cosĉ a —6cos4<z-f- 15cos2<i —10. 

2°. Se se determine sin h & cunoscund pe sinei, sm2a,. 

Formula (5), in care punem m=h, dk: 

2 4 (\/^l) 4 sin 6 a=sin5a—^ sin3<2-{—^sinfl; 

inse 

(v/=D 4 =(—lf=l; 

deci 

16sin 5 fl—sin5a —5sin3a-fl0sinj. 
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CAPITULUL IL 

KESOLUTIUNEA EQUATIUNEI BINOME g“=J, SI POLIGONELE 

KEGULATE. 

Resolutiunea equatiunei binome z m =l. 

2B5. Ori-ce quantitate, fiereale, fie imaginaria, scim* *225 
ck se pote represinta prin ua espressiune de forma : 
A^cosp+i/—1 sin?>); 

deca dera { representa pe una din radeeinile equatiunej 
binome 

r=i, (i) 

putem pune tot-de-una : 

£=cos ? y/ — 1 sin <p. (a) 

Pentru ca valorea (a) a lui { se fie in adever ua rade- 
cina a equatiunei (1), trebue ca pusa in acesta equa- 
tiune so o identifice; adeca trebue se avem: 

(cos(H-v/^Isin ? ) m — 1, 
seu, dupe formula lui Moivre, 

cosm ?+,/—i sinm<p=1. 

Egaland quantitatile reale intre sine, si pre celle i- 
maginarie assemenea, 

cosm?=l, V—lsin m?>=0 seu: sinm?>=0, 
adeca m<p este un arc al carui cosinus este-f-1 sisinusO ; 
inse tote arcele coprinse in espressiunea 
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m?=2/bt, 

in care k estĉ un numer intreg ore-care, implinesc a- 
*8,9,t7,i8 cesta conditiune*. De aci 

2 kn 


<f=- 


m 


si punend acesta valorĉ in (a), 

2 k* ,—- . 2kx 

£=cos-(_v/_ism 


( 2 ) 


m m 

Acesta ec[uatiune ne va da tote radecinile ec[uatiunei 
(1) deca vom da lui k diferite valori. 

236. Pentru valorile k=k' si k=k!\ radecinile equa- 
tiunei (1) vor fi : 

2 k 1 * -—- . 2/c'jc 

^=cos-•-(-/—lsin- 7 


£=cos- 


m 

2k"r. 


m 


, • 2k"n 

-j-v —lsm- 


m m 

cand aceste doue radecini sunt egale avem: 
2 k'* . y — . 2k'* 2k\ 


cos- 

m 

de unde 


-s/ —lsin- 


: COS- 


m 


m 


. 2 k"* 

\/—lsin-—, 


m 


2/c'ji • 2k"Ti 

cos-=cos-, 

m m 


sm- 


2 k'TC 
m 


. 2k"n 

:Sm-. 

m 


Pentru ca aceste conditii se fie implinite, fiind-cii si 
perioda sinusului si a cosinusului este 2n, trebue se 
avem: 

2k!n 2k"n Q 

-—-=2 nn, 

m m 

n fiind un numer intreg ore care; de aci 

k' k"=mn. 

Asia dera deca diferentia k' — k" intre doue valori ce 
dŭm lui k este un multiplu al lui m, celle doue valori 
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correspundiatorie aflate pentru radecina sunt egale. De 
aci urmedia cŭ pentru a afla tote radecinile equatiunei 
(1), nu este necessariu a da in (2) lui k de cŭt valorile 
de la 0 pene la m— 15 caci deca am da lui k si valori 
mai mari de c&t m, valorile ce am afla atunci pentru 
radecina ar fi identice cu celle aflate deja cand am dat 
lui k valori mai mici de c&t m. . • 

237. Deca m este fora sotiu, punend in (2) Jc—0, 
avem : 


^cosOM-v/^TsinO^l; 

equatia (1) are dera in acest cas ua radecina reale. 
Deca m este cu sotiu, cand vom face in (2) k— 0, vom 


ave : £—1; si cand vom pune: Jc =—, 

2 


%= cosir 4V—lsinJt*=—1; 
equatia (1) in casul acesta are doue radecini reale. 
Deca in (2) vom da lui k valorea m— Jc, vom avd: 
2(m—2(m— Jc)ti 


=cos- 


m 


m 


=cos 2 ti- 


2kn 


+v/—lsin 


=cos 


2kn 


m 


m 


— . 2kn 
-v— lsm—; 
m 


2tt- 


2kn\ 


m ) 


si acesta valore imaginaria este conjugata cu cea data 
de (2); asia dera radecinile imaginarie alle equatiunei (1) 
sunt conjugatc doue cate doue. Putem dera coprinde 
tote radecinile equatiunei (1) in formula: 

2kn ,— . 2 kn 

%=coa -—lsm- (6) 


m 


m 


ftt 

in care d4m lui k numai valorile de la 0 pene la— deca 

U 
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m este cu sotiu, si de la 0 pene Ia 


m—1 

“~2 


deca m este 


fora sotiu. La fie-care valore data lui k vor correspun- 
de cŭte doue valori imaginarie alle radecinei, conjuga- 
te una cu alta. 

238. Deca 


m=2n-\-l, (b) 

equatiunea ^ m =l pote se se reduca a fi de gradul n. In 
adever, in 

{ m =l 

trecund pe 1 in membrul antaiu si divisend cu £ — 1, 
vom av4: 

1 _j_ 3 _|_. _ _ 

Divisend cu ^ m si avend in vedere cŭ, dupe (b), 


I n +I n '+I” a +-+^r s +^+^zi+^+ 1 -° t 


seu 


n, 1,1 

?+ F. 


..+[?+- [H-0. (4) 
l ) V l- 


n ?+ r+ + r 


Punem 


i+y-*> r+-p-= r - 


(c) 


Dupe acesta conventiune, 

T/ — r“-i , 1 T/ _ T n-2 , 1 ' 

"-1 1 +_n—l> K n-2 i +' n-3/ ’ * ’ » 

i i 


prin urmare 
xV n _ x -V n _ t * 
sep 


( ?+ i 

V £ 




www.dacoromanica.ro 


















RESOLUTIUNEA EQUATIUNE1 BINOME 


295 


V n =xV n _—V n _ a . (d) 

Deca in a doua din equatiunile (c) vom pune pe rand 
n=.0, n= 1, vom av4: 

V„=2, V, 

Cu ajutorul acestor doue valori vom puf4 afla suc- 
cesiv valorile lui v 2 , v S} .... v B , introducundu-le in for- 
mula (d): 

V 2 =xV t —V 0 =x 2 — 2, 

V 3 =xV 2 —V x = x(x? —2)— x=x* —3x, 

V 4 =xV 3 —V 2 =x(jc 3 —3at)— (x q — 2 )=x 4 —4x 2 +2, ' 


Substituind tote aceste valori in (4) in locul quanti- 
tatilor b[ 2 +-^ , k $ +— ĵ-, V+-U • • • 1 vom g as i ua equa- 
tiune de gradul n in x. 

Se gassim espressiunea generale a radecinilor ace- 
stei equatiuni. Espressiunea generale a radecinilor e- 
quatiunei £ m — 1=0 este*: 


2kn . 21m 

£=cos- \-v— lsm- 


m 


m 


de unde 


1 2 kn —- . 2kn* 

—=cos-f-v/—lsin-. 

{ m m 

Adunand aceste doue egalitati avem: 

£+-=2cos^^, 

{ m 


seu 


#=:2cos 


2^I'xc 

m 


«235,(2) 


*226,oor.l 


( 5 > 
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In aceste equatiune trebue se dam lui k tote valorile 
de la 1 pene la—— 

u 

Punend valorile lui x gasite prin (5) in equatiunea 

. 1 

* + 7“*’ 

vom put4 obtine valorile lui 

PROPRIETATILli RADECINILOR EQTJATIUNEI s m =l. 

239. Deca ridicam la ua putere intrega una din ra- 
decinile equatiunei z m =l, acesta putere este si ea ua ra- 
decina a equatiunei. 

Fie, 

2k .—_ . 2ic 

{ =cos- {-v— 1 sm- 

m m 

una din radecinile equatiunei. Ridicund la puterea in- 

trega k ambii membri, vom av£ dupeformulaluiMoivre: 

2re . ,—2 . 2* f - 

J— 




cos- 


- v/—1 


sm- 


2kx — . 2kx 

=cos— -\-v— 1 sm-, 

m m 


m m 

»235 si acesta valore a lui { /k fiind cuprinsa in formula(2)*, 
care dA tote radecinile equatiunei £ m =l, este si ea ua 
radecina a acellei equatiuni. C.C.T.D. 

240. ‘Deca m=np, ns/p fiind doue numere prime 
intre elle, celle m radecini alle equatiunei z m = 1 se pot 
obtine immultind celle n radecini alle egualiunei z” =1 prin 
celle p radecini alle equatvuuei z p =1. 

Radecinile equatjunilor 

^ m =^ np =l ^ D =l 1 

sunt esprimate respectiv prin formulele generale : 

2£jt: , . — . 2kn 

a= cos- -rv— lsm-, 

np np 

www.dacoromanica.ro 










RESOLOTTONEA EQOATIUNEI BINOME 


297 


a , ,— . 2£jt 

/S=cos-+ v/ —1 sin-, 

n n 

2wt , —. . 2wtz 
y — cos—'—+ v— \ sm ——, 

p p 

k£,r\, fiind nisce numere arbitrarie. Fiind-ck p sinsunt 
prime intre elle, putem tot de-una gasi doue numere 
intregi £ si rj, positive seu negative, cari se justifice 
equatia : 

pŝ+ni]=k, 

din care 


2£tt^ 2r]7t _ 2k?t 

n p np 

Introducund acesta valore in esprĉssiunea de mai 
sus a lui «, avem : 


«=cos 


(2^7t 2vn) .— . (2%n 2rpt 
— +- +V—1 sm ——1—' 

. n p { n p 


2 ?7T 2i;jr . 2 ?7T . 2l77I 
= cos-cos -sm-sm— 


n 


n 


. - - . 2?7T 2vn - -- . 2lJ7T 2^71 

+V—lsm— cos—'—^V—lsin——cos- 

n p p n 

2 ? 2 + 2vit ,— . 2r\n' 

= (JOS 1 a * I 1 oir» 1 


n 


X 


cos 


fV—1 sin —'—• 


, ,—- . 2?7rf 2vn .—- . 2vn 
+V— 1 sin cos— -f V— 1 sin—— 


n 


V 


V V 

seu, in fine, 

( 2?7t .— . 2?7rjf 2r]7i .— . 2iprj 

a— cos- j-V—1 smI - i cos —— fV— 1 sin— . 


n 


n ; 


r 


Primul parentes din membrul al doilea vedem ck 
este radecina /3 a equatiunei £ n =l; era al doilea pa- 
rentes e radecina^ a equatiunel I p =l; prin urmare teo- 
rema este demonstrata. 
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241. Deca m nu este un numer prim, radecinile equa- 
tiunei z m =l sepot gasi immullind una cu alta radecinile 
equaliunilor de aceasi forma si de grade egale cufactorii 
primi seu cu puterile factorilor primi ai lui m. 

Asia, deca m=npqr, n,p,q,r fiina nisce numereprime 
seu puteri de numere prime, dic sk radecinile equatiu- 
nei ^ m =^ np<lr =l se gasesc immultind una cu alta rade- 
cinile equatiunilor £ n =l, £ p =l, ^=1, { T =l- 

In adever, immultind radecinile equatiunei { n =l cu 
•240 alle equatiunei £ p =l, vom av£* radecinile equatiunei 
£ np =l; assemenea, deca immultim radecinile acestei 
din urma equatiuni prin alle equatiunei ^ 9 =1, vomob- 
tine radecinile equatiunei ^ np9 =l; si acestea immultite 
prin alle equatiunei £ r =l, ne vor da radecinile equa- 
tiunei { np « r ={ m =l. C.C.T.D. 

Essemplu. Se resolvkm equatiunea f—1. 

«237 Punend in (3,* ra=7, obtinem formnlaurmatore care 
dk tote radecinile equatiunei : 


2 kn ,— . 
£=cos ——(-V—1 sm 


2 Tc7t[ 


dandluiife valorile 0,1,2,3, gassim radecinile equatiunei: 


^ 1=c cos0 0 —1, 

u 2 tc ,—■— .2 7t 2 tv f -—— . 2ti 

7 U —cos „ 4-V—1 sm —, P^cos——V—1 sm -, 
i 7 1 7 1 7 7 

jv , /—7 • 4tt v 4 jt ,—-• . 4?r 

^ T =cos -4-V—1 sm -, i -=cos ^ —V—1 sin—, 

6tt .—- . 6n 6tt ,—r • 6 tt 

z =cos -I-V—1 8m —, I = cos —\/—1 sm—. 

7 7 7 7 

Deca aplic&m metoda pe Ia § 238, vom avĉ, dupe 

ce vom divide equatiunea data l^O prin { —1=0; 
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^+f+^+f+^+I+l^O. 

pre care divisandu-o cu {*, 


? ’ + 7 


+u ’ + 7 ) 


+ 


/ 1 ^ 

{■+— +1 0; 
{ 


(A) 


punem aci 


*23s avem* : 


i + l=z, ? ++= V s , ?+A-=V s ; 

XX X 


Vrt +4=^-2, 

i 

FH 8 ++=* 8 -3*; 

'l 

punend aceste valori in (A) si reducund obtinem equa- 
tiunea: 

jc®-f jc*-2jc— 1=0 

a carii solutiune erenerale este coprinsa in formula : 

2 ltn 

a:=2cos-. 

7 

Dand lui k valorile 1,2,3, avem : 

/ n 2lt • f, 4lt m n 6lt 

x =2cos- ,x =2cos-. cc =2cos——. 

7 ’ 7 7 

Inse equatiunea {++=cc, dk : 

f—^x+ 1=0 

din care 


^lVr- I =l ± V I FB . 

substituind pe rand in acesta equatiune valorile lui x 
gasite mai sus avem : 
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T=coSy + ^/—[l—cos 2 ^ =cos^+^/-sin 2 ^. 

! 2k , — . 2jc 

= cos--f-}J —l sm 

~m 2 jc A j f s 2n) 2jc ,- . 2jc 

* =C0S 7 - V ~[ l - cos yj=cos-—v/—1 sm_, 

E , A / f^ 8 4 jc 4jc , ,— . 4jc 

j~+ v — [ 1—cos Vr cos T +v/_1 sm T’ 

4" A / 

=cosi-_y- 


^ lT =cos 


1 — cos 2 ^- 
7. 


4ji ,—r . 4jc 

= c°s-^—\/ 1 sm—, 


, o 6 u 

1 — cos 2 - 


6jc /—- . 6j; 

=cos-l-v —1 sm ' , 

7 7 


r-oo^+^-. 

{"'-00Sy-'^/— (l-cos't. -C 0 Sy- v '.ri ainj. 

pe lunga cari adaogind si radccina ^'=1 data de equa- 
* 2 U tia {—1=0, prin care am divisat equatia data*, gasim 
totĉ radecinile aflate si prin prima metoda. 


• DESPRE POLIGONELE REGULATE. 

242. Se luiim ca essemplu circumferentia impartita 

in siepte parti egale. Deca u- 
nim puhctele de divisiune din 
unul in unul seu din siesse in 
siesse, obtinem un poligon re- 
gulat inscris de siepte laturi, 
ABCDEFGr; in figura acest 
poligon este insemnat cu tras- 
satura continua. Deca am uni 
punctele de divisiune din doue in doue seu din cinci in 
cinci, am obtine un alt poligon regulat de siepte laturi, 


A 
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ACEGBDF, insemnat pe figura cu linii punctate. U- 
nind in fine punctele de divisiune alle circumferentiei 
dtti trei in trei seu din patru in patru, vom forma un 
nou poligon regulat de siepte laturi, ADGCFBE, care 
in figura este insemnat cu linii si puncte. Aceste doue 
din urma se numesc poligone regulate radiate. 

Ne putem lesne convinge c k ori-cum am uni alt-fel 
punctele de divisiune, nu putem obtine mai mult de c£tt 
aceste trei poligone regulate de siepte laturi. 

Fie inca circumferentia impartita in opt parti egale. 

Deca unim punctele de divisiu- 
ne din unul in unul seu din siepte 
in siepte, obtinem un octogon 
regulat, ABCDEFGrH, care in 
figura este insemnat cu tfasa- 
tura continua. Unind punctele 
de divisiune din trei in trei seu 
din cinciin cinci , am obtine un 
alt poligon regulat de opt laturi, ADGBEHCF, insem- 
nat infiguraculiniipunctate.Acestdinurmaeste un po- 
ligon radiat. 

Aceste doue sunt singurele poligone regulate de opt 
laturi ce se pot forma; cŝ,ci deca am uni verfurile din 
doue in doue seu din siesse in siesse, am obtine un poli - 
gon regulat de patru laturi, era nu de opt; deca am uni 
verfurile din palru in patru, poligonul s’ar reduce nu- 
mai la un diametru al circumferentiei. 

Facund assemenea pentru circumferentia divisatain 
ori-cŝte parti egale, vom p.ut 6 stabili legea urmatore: 
sunt numai atatea poligone regulate de m laturi, cate 



numere prime cu m sunt mai mici de cat —. Asia esiste 

U 
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patrŭ poligone regulate de 15 laturi, cŝci sunt patru 

numere mai mici de cŭt ^ cari se fie prime cu 15, jfi 
anume: 1,2.4,7. 

243. Problema divisiunei circumferentiei in m parti 
egale depinde de resolutiunea algebrica a equatiunei 
binome 

r=i> 

cŭci scim* cŭradecinile acestei equatiuni sunt dateprin 
formula 


2/i7I , ,- . 2J{71 

£=cos-|-V—lsin- 


m 


m 


2ln 


Inse —■— este arcul subintins de laturea poligonului 
m 

regulat care se formedia cand, circumferentia fiind di- 
visata in m parti egale, vom uni punctele de divisiune 
din lc in k. Deca dera vom cunosce valorea lui { prin 
resolutiunea algebrica a equatiunei £ m =l, egaland a- 

vom put£ cu- 


. 2/rit, ,—- . 2 /Ti 

cesta valore cu cos-+y—Ism- 

m m 


2J<Tt 


nosce liniile trigonometrice alle arcului-, si pe ur 


m 


ma chiar laturea poligonului regulat de m laturi. 

Am vediut inca* cŭ deca m nu este un numer prim, 
resolutiunea equatiunei £ m =l pote se se reduca la re- 
j3olutiunea unor equatiuni de un grad mai mic; prin ur- 
mare in acest cas problema divisiunei circumferentiei 
in m parti egale se pote simplifioa. 

244. Divisiunea circumferentiei in trei si in siesse parti 
egale. — Acesta problema depinde de resolutiunea alge- 
brica a equatiunei 
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k ' 1=0, 

care divisata prin { —1=0 dk: 

Divisend cu { si punend —=%, 

l 

jc-j-1=0, 

din care 

x= —1. 

Inse dupe formula (5)* radecina equatiunei a;-fl=0 *238 
este data prin formula: 

jc=2cos—, 

3 


seu 


o ( 2 ji 

X =— 2C0S 7T-- 

l 3 


=—2cos-=—2sin[-—- =—:Ssin 71 ; 
3 [2 3j 6 ’ 


egaland acesta valore trigonometrica a lui x cu valo- 
rea sea algebrica, gasita mai sus, avem: 


2sin^=l, 

6 


JT 


si 2sin—=2sin30° este laturea exagonului regulat in- 

scris.* 

Din 

2sin-=l 

6 


avem: 


deci 


*64 


. jr jr 1 

sm -^cos —; 

6 3 2’ 
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V3 

2' 


seu 

2sin-^=2sin60°=V'F. 


«64 


Acesta este laturea triangĥiului equilateral inscris.* 
245. Divisiunea circumferentiei in cinci si in diece 
parti egale .— Acesta problema depinde de resolutiunea 
algebrica a equatiunei 

V—1-0. 

O dividem prin 

l — 1 = 0 , 

apoi prin si avem : 


Punem 


de unde 




+ 


r , ll 


+ 1 = 0 . 


. 1 

^+ 1 =^- 2 ; 


substituind aceste valori in equatiune si reducund, 
avem : 


x 2 +x —1=0. 


(a) 


Radecinile acestei equatiuni sunt coprinse in formu- 
*23ŭla generala (5)*: 

n 2kn 
cc= 2cos-. 


in care dand lui Jc valorile 1 si 2, 
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jc:=2cos— 2sin(— — —l=2sin—, 

5 { 2 5 J 10 

si 

:v=2cos—=2sinf———]= — 2sm—. 

5 i.2 5J 10 

De alta parte radecinile algel?rice alle equatiunei(a) 

sunt : 



si egaland radecinile algebrice cu celle trigonometrice, 


2sin J-= 2sin 18°=—, 
10 2 

si 

2sin—=2sin54°= ^ 

10 2 


Acestea sunt valorile Iaturilor cellor doue poligone 
regulate de diece laturi*; cea d’antaiu este laturea de «67 
cagonului ordinar, cea de a doua a decagonului radiat 
ce se formedia unind punctele de divisiune alle cireum- 
ferentiei din trei iu trei. 

Pentru a gasi laturile pentagonelor regulate , ve- 
dem c5, 

. . 2s . . 3^ jz 

sin—=cos—, si sm—=cos— 

10 5 10 5 ’ 


deci 


sin 5 "\/ l_C0 - s2 T = V //l_sin8 ŭV 1 


—i+yiv V 0+2V5 
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seu 




81 

sin" = 




0-2/5 


seu 


2sin 


. jc_ = \/jlO— 2V5 _ 


. 2 « 


2sin—=2sin72° si 2sin-£-=2sin36° sunt laturile pen- 
5 5 

tagonului regulat radiat si a pentagonului regulat ordi- 
nariu. 

246. Divisiunea circumferentieiin cinci-spre-dieceparti 
egale. Ea depinde de resolutiunea algebrica a equa- 
tiunei 

1 = 0 . 


Inse fiind-ck 15=3X5, pentruaavearadecinileequa- 
tiunei V'—1=0, n’avem de c5,t se immultim radecinile 
equatiunei 

V-i=o 

prin alle equatiunei 
«240 —1=0*. 

Lasand la ua parte radecina reale £=1, at&t pentru 
—1=0 cŭt si pentru f 1 —1 =0, radecinile luip 5 —1=0 
*237,(3) sunt* : 


cos-f+V- Lsin—. 
3 3 

*244 Inse am gasit* 
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de unde 


sinJL = ^? 
3 2 


cos±-=J-; 
3 2 ’ 


asia-dera aceste radecini sunt: 


c 08 f + '/-i sin i=l +/ - , ¥- 


(a) 


Assemenea, radecinile equatiunei —1 = 0 sunt* : *237,(3) 

2jc , i— . 2n 


si 


7t . - t 1 ■ 

cos—±v—lsm — 
5 5 


,— . 4* K ,— . n 

cos— + V— 1 sm—=—cos—4V—lsm — 
5 5 5 5 


Inse* 


.m4, V' 10 - 2y 8 , Bin 2" = VlO+2VT 


*245 


de unde 


/ 6 + 21/5 o 2* v/6—2V5 

cos——-- , cos—=• 


5 4 ' '"5 4 

Asia dera radecinile equatiunei —1=0 sunt : ^ 

cos~-f-V —1 8in4= V _ 6 + 2 ^ + VZT VlO z Ml, 

5 5 4 4 

cos-—V=1 sin+~=-V 6 + 2] + _ VZi , V _ 10 Z 2 J + 

5 5 


as , ) —r ■ a* 

■ cos-f-V—1 sm—== 


. 2* ' \/6—2/5 


fVZI 


4 

\/10+2^5 


.jfr VgEM- vrj ±”±S± 

5 5 4 4 


0 ») 
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CURS DE TRTGONOMETRIA 


Immultiud radecinile (a) cu (b), avend in vedere for- 
«226 mulele (1), (lbis), (lter)*, vom obtine urmatorele ra- 
decini alle equatiunei —1“0: 


cos- 


87 ® 


15 


V - lsin -^?-=y(\ / 8-(-2N / 5--\/3(10-2T/5)j 
V~i( 


+ 


\/3(6+2/5)+\/l0-2v/5 


cos-^+\/ _i s in-||——^-(/6+2 /5+ /3(10-2/5) 


+ 




\ 


/3(6+2/5)—/lO — 2/5 


c °s-^+\/- lsin—y[\/6—2>/ 5 - VŜ(T0+2>/5) 


v/- 1 


cos ri5Ĵ 


+v/—lsin 


8 

Tt ) 1 


l 15/ 8 
V~\ 


/3(6-2 y/ 5)+/i0+2v/ 5Ĵ) 
/6—2v+f+V3llO+2v/5) 


+ -ĝ- V3(6-2v/5)-Vi0 t 2v/ 5 


2?r .— . 271 

cos-^- v— 1 sin- 


15 


15 


1 f ___ 

^V6+2v/5 + V3(l0^2v/5) 


v/^Ti 


cos- 


15 


8jr 

1 

15 

8 


3 (6+2/5)—VlO - 2v/ 5Ĵ1 
V6 + 2v/5-\/3tl 0-2+5)] 


— ~ĝ~^V3(6 + 2+ 5 ) + V10- 2+ 5 } 

rrl]—'^ si /-T|:)--|{^^ r 2^T+V3U0+2^'5)) 

— (V3(6—2+5) - V10+2+5Ĵ, 
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Htt ,— . lln: 1 
C „s- 16 


V6— 2v/5-\/3(10+2v/5) 


y~v 


Inse 
cos 


~ -g-^V3(6—2^5j+\/l0+2 v /5 

( n ) n: . ( jt \ . 7t 

i_— -cos ;sin-=_sm—; 

{ 15) lo’ { 15) 15’ 


87t 77t 

cos —• =_ cos—; 
15 15 


. 8?t . 7n ll?t 4?r • 117t . 4.71 

sm - =sm—; cos -=_cos —; sin --=sni—-. 

15 15’ 15 15’ llT 15 

Apoi avem: 

V6+2V5=1+V5i V6—2/5=1—V5; 

V3(6+2/5)=Vl5+V3; ^3(6—2 V 5 ) =Vl5 — VŜ. 
Asia-dera radecinile de mai sus devin: 

c °s V^Isin^. = _ V 5 + Vĝ(l0+27^ 


15 


V—ir 


cos 


■|Vl 5 -V 3 — V 10 + 2 V 5 Ĵ. 

V^Tsinil =g(i—V5 +V3(io+2 V5)l 

Ls a iJ 

+ (viŝ - v?—VlO+2/5], 

% +V=I»m 2 i |=l(l+V5+V3Tl6-2+B)] 

\ 


^ ^Vl 5 +V 3 — V1O-2V5]* 


27t .— . 2n: 

cos —V—lsm 


15 


15 

V3T(_,_ 


|-(l + V5+V3(10-2V5) ] 


8 


-(V15 +Vs— Vio—2V5]. 
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CURS DE TRIGONOMETRIA 


cos- 


4ĵt 


15 


cos-^+—/— ls 

15 


cos- 


7« , 


15 


7tt ,—- . 

cos-y—lsm 

15 


15 

T( 

— 

4?r 

!( 

15 

8 ( 

L 

/T( 

1 

8 

7?r 


15 

8 1 
/Tf 


8 l 

7n 

1 

15 

81 

+ 

V~i' 


1_ /5-/ 3( 10 +2VB) 


1 + / 5 -/ 3 ( 10 — 21 / 5 ) 

Vl5+V3 + Vl0 -2/ŝ"|- 


Egaland quantitatile imaginarie din ambele membre 
alle acestor egalitati si immultind de ambele parti cu 
2 

-_ -, avem, luand numai valorile positive : 


2sin IK = t( — V *~ 

2sin if = t( y + y ŝ - vio=2/ŝ). 

2si^%i(/154- /3 + /To+ 2 / 5 ). 

2sin S + T( Y ^ + + /rTTTŝ")- 

Cea d’antaiu din aceste equatiuni d5, valorea laturei 
poligonului regulat ordinar de einei-spre-diece laturi; 
celle-alte trei dau laturile poligonelor radiate de cinci- 
spre-diece laturi ce se formedia unind punctele de divi- 
siune alle circumferentiei din doue in doue, din patru 
in patru si din siepte in sieptĉ. 
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CAPITULUL III. 


DERIVABEA. SI DESVOLTAREA 1N SERIA A FUNCTIUNILOR CIRCULARIE. 


Derivata sinusului. 

247. Derivata unei functiuni se numesce raportul 
crescerii functiunei catrĉ crescerea variabilef cand a- 
ceste doue cresceri se apropia indefinit de zero. 

Fie functiunea 

y=$\nx. (1) 


Dand variabilei x ua crescere ore-care h, functiunea 
y va lna si ea ua crescere ore-care Jc, si equatiunea va 
deveni 

jK+^=-sin(jc-f/i). 


Scadiend din acesta equatiune pe (1), 

Jc=sin(a?-f h) — sina:=2sin^-cos|a:+^-j, 
si divisend de ambele parti cu h, 


2 8 m|co{*+*l 


seu 
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CURS DE TRIGONOMETRIA 


h 
sin- 


k 2 f . i 


Deca crcscerea h a variabilei tinde catre zero, k fiind 

k 

crescerea functiunei, raportul- va tinde catre derivata 

y* a functiunei (1). Apoi cand h tinde catre zero, rapor- 
h 


sinu j h 

*75tul-—— tinae catre 1*, erafactorulcos^c-f--^ 


catre cosjc; 


prin urmare la limita vom av4: 

k 

lim-=y'=cos:c. 

Asia-dera derivata sinusului este cosinusul. 

DERIVATA COSINUSULUI. 

248. Fia equatiunea 

_X=COS2;. 

Dand variabilei x crescerea h> functiunea va deveni 
erasi: 

y\k = coa(z-hh), 

din care scadiend pe cea precedinte si impartind cu h, 


k cos(z-hh)—cosa? 

h h 


0 . h • ( 
-2sin-sin 
2 


X4-~ 

. 2J 


seu 


. h 
sin— 

2 . 

-sm 


h_ 

2 


, h 
v ^ / 
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La limita, cand h va deveni infinit de mic, acesta e- 
quatiune va deveni: 

lim-^-= r '= _ si na;. 
h 

Asia-dera derivata cosinusului este sinusul luat cu sem- 
nul contraviu. 

Se luam de mai multe ori derivatele succesive alle 
sinusului si alle cosinusului unui are: 


y= smjc, 
j'=cosjc, 
y"=— sinjc, 
y"'= s —cosjc. 
j* lv =sincc, 
jK T== coscc, 


^=coscc, 
y'— —sincc, 
y"=— cosjc, 
y‘"= sinx, 
_ 7 lv =cosx, 
y y = —sino:, 


Vedem dera e& derivatele sinusului si cosinusului se 
reproduc periodic din patru in patru. 

DERIVATA TANGENTEI SI A COTANGENTEI. 

249. Fie se se derivedie functiunea 
y=tgx. 


Inlocuind pe tgjc prin 

y 


sira 


avem: 


cosa: 
sin® 
cos* 

Luand derivata acestei equatiuni, avend in vedere cA 
membrul al doilea este ua fractiune, 

, cos 2 a3-f-sin s x 

y= -i-> 

COS X 

si fiind c&i cos^+sin^cc^l, 
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CUBS DE TRIGONOMETRIA 


y- 


COS 2 JC 


Deci derivata tangentei este inversa patratului cosi- 
nusului. 

250. Assemenea, derivand functiunea 

. cosjc 


7=cobc= 


sinx 


avem: 


/ — sm 2 JC—cos z jc 


r =- 


sin 2 x 


sin 2 cc 


c .Derivata cotangentei este egale cu inversa patratului 
sinusului luata cu semnul contrariu. 


DERFVATA SECANTEI SI COSECANTEI. 


251. Avem functiunea: 

1 

_^=seccc=:-, 

cosct 

seu, dupe algebra, 

_X=(cosjc) -1 . 

Derivam ambii membri, avend in vedere cit cel de 
al doilea este ua putere : 

y '=— (cosjc) - 2 (—sincc)=-^5^. 

cos JC 

Derivata secantei este sinusul impartit cu patratul co- 
sinusului. 

252. Derivand in acellasiu mod functiunea 

r=coseccc= =(sinjc) -1 , 

’ smjc 


vom av4 : 


y=-(,i M )-w=- 

www.dacoromanica.ro 


coscc 

! sin 2 cc’ 








DERIVAREA FUNCTIDNILOR CIRCULARIE 


315 


Derivata cosecantei este egale cu cosinusul impartit cu 
patratul sinusului si luat cu semnul contrariu. 

DERIVATELE FUNCTIUNILOR CIRCULARIE INVERSE 

253. Egalitatea 

JK—arcsinjc 

se interpretedia ast-fel : y este arcul al carui sinus are 
valorea x. Ua assemenea functiune se numesce functi- 
une circularia inversa , prin opositiune cu celle ce am 
considerat pene acum. 

Functiunea data 

jwarcsin;c 

pote dera se se scrie si 


(a) 


Ar^sinj'. 


Fie h si k crescerile respective alle lui x si y, adeca 

a sinusului si a arcului. Am vediut* ck raportul — al 

k 

acestor cresceri are de limita pe cosp; prin urmarera- 



- , adeca 

cosjk 



si punend in locul lui sinjj' valorea data de (a), 


Prin urmare 
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Tadicalul va av^ semnnl lui cosjv*, in locul caruia a 
fost pus; adeca deca areul se va termina in cadranul 
antaiu seu al patrulea, radicalul va fi positiv; era deca 
s e va termina in al doilea seu al treilea, va fi negativ. 
254. Fie 

y= arccosjc, 

care se pote scrie si 

x - cosy. (b) 

Insemnand erasi cu h si k crescerile respective alle 
*248 cosinusului si alle arcului, am vediut* ck 


prm urmare 

Inse dupe (b) 
asia-dei-a 


lim—=—sin^"; 

K 


,. k 1 

lim ;-=---. 

h sinjv* 


sm_K 


=± y l-cc 2 ; 


-1 


lim /r -T'-±yĴ 3 r 

Radicalul va av4 semnul lui sin_x in locul caruiaeste 
pus; adeca deca arcul se va termina in cadranul antaiu 
seu al doilea, radicalul va fi positiv; era deca se va 
termina in al treilea seu al patrulea, va fi negativ. 

255. Se consider&m functiunea 
y= arctga;, 
seu 

x=tgy. 

»249 Luand tot pe h si k drept crescerile respective alle 
lui x si y, am vediut* ck 

H i 

im jc cos 2 y’ 
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de unde 


Inse scim* ck 


lim ^£=y / =co& i y. 

-K- 


i 


asia-dera 


cos y— 


r 


l-Hg-j' l+it 2 ’ 

-/ 

1 


Assemenea am put4 gasi si pentru j^arccofof^ 

• r- 


256. Fie 


seu 


Am gasit* ck 


de unde 


Inse scim* cŭ 


1 + * 2 
jr=arcsecx-, 
*'=sec)'\ 

k cosy 


cosV 


lim —y' 

' h sny 


s 11. _ .^secV—1 ^* 2 —1 

cos+=—i-=-ĵ. smj=± - —=±- 

secy x sec+ x 

Asia dera 


Assemenea, pentru +=arecosec£, am gasi 

-1 

y'= ± ——^==> 

1 
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CURS DE THISONOMETRIA 


DESVOLTAEEA IN SERIA A LUI SIN* S1 COSa; 


Vom demonstra mai Sintaiu urmatorea teorema, care 
ne va fi necessaria mai in urma. 

257. Fiind x un nutner fix ore care, ori-cat de mare 
am voi, si n un numer intreg variabile, quantitatea 

X * 1 

- tinde catre zero deca n cresce la infinit. 

1.2.8.n * 

Fie/> un numer intreg egal cu * seu immediat infe- 
rior lui x , si fie m>p ; avem : 



' X X X X ' 

* \ 
XX X 1 

1.2. n 

1 ' 2 • 3. p) 

VJ7+1 p+2 n t 


Daca vom neglige factorii——, —,.... ——, toti 

/?+l p+2 n — 1 

mai mici de cŭt 1, este evident ek vom avĉ : 




x u 


1 . 2 . 


.n 


< 


X 

ff 

ff 

N 

X 

X 

T 

' 2 

• " ■ ■ • • 

3 

' P< 

n 


Inse deca n cresce la infinit, factorul— tinde catre 

n 


zero, pe cand factorul 


urmare produsul total 


fx 

ff 

U 

2 


| remane fix; prin 

y \ A iV iV i ■ "1 

—. ..— va tmae ca- 

,123 pJn 


tre zero, si a fortiori quantitatea 


x u 


1 . 2 . 


.n 


va tinde catre 


zfero. 

258. Fie x un arc positiv mai mic de 90°. Avem: 

1 — cosk>0. (a) 

Primul membru al acestei neegalitati este derivata 
functiunei 

x —sinx:+C, 
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in care C este ua constanta ore-care; cŭ,ci derivand a- 
cesta din urma functiune, vom de peste 1— cosx. Func- 
tiuneajc—sinJc+C se numesce /unctiunca primitiva a 
functiunei 1 — cosjc. Determinkm pe C cu conditiunea 
ca se avem 

x —sina;-fC=0, 

cand vom pune a?=0; atunci C=0, si functiunea se re- 
duce la 


x —sinac. 

Acesta functiune, anulandu-se pentru x=0 , este po- 
sitiva; si fiind-cŝ, derivata sea 

1—cosa? 

este positiva, dupe (a), ea merge crescund din ce in ce ; 
prin urmare 

x —sinar>0. 

Primul membru al acestei neegalitati este derivata 
functiunei 

cosai-f C, 

C fiind ua constanta pe care o determin&m cu conditia 
ca se avem: 

-^--fcos.x+C=0, 

pentru x=0- atunci C= — 1, si functiunea se reduce la 

1 r 

— 1+^2 + C0SX ' 

Acesta functiune se anuledia pentru i=0; derivata 
sea x —siruc este positiva; deci functiunea este positiva 
si merge crescund din ce in ce; avem dera: 

— 1 -(- -f cos£> 0. 

T 1.2 
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Repetŭtn indefinit aeeate operatiuni, luand functiu- 
nea primidva a membrului antaiu, si determinand ne- 
incetat constanta arbitraria cu conditiune ca acesta 
functiune primitiva se se anuledie pentru 3=0. Vom 
obtine ast-fel urmatorul sir de neegalitati: 

1—cos3>0, 

~ —sinx>0, 


1 -f-.ĵ~2+cosJ£:>0, 


1 — 

X 




1.2.3 

x 8 


1.2 

s 

X 


-sinaf>0, 

- — COS3>0, 


x 


1.2.3.4 


x 


1 1.2.3 1.2.3.4.5 


—sin3>0, 


259. Din aceste neegalifati scotem: 

COS3<Cl, 


cosa:>l 
cos^-Cl 


1 . 2 ’ 


1.2 ^ 1.2.8.4’ 


(A) 


C0S3<Ci — 


1.2 + 1.2.3.4 ■'"1.2...2n’ 


..+ 


r 2n 


- ••■+ — _ 


^n+a 


C0S3~^>1 — 

1.2 1 1.2.3.4 "'■ u 1.2.'..2«' 1 2....(2»+2)' 
Prin urmare, deca cousideram ser:a 

1- 


2 4 a 

X , X 


1.2 1 1.2.3.4 1.2.8.4.5.6 
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y.2n 


+ 


1.2. . . 2n + 1.2....(2n+2)’ 




vedem cd cosa; este copilns intre suma cellor d’antaiu 
n+1 termeni si intre suma cellor d’antaiu n+2 termeni; 
prin urmare valorea esacta a lui cosa: va fi egale cu su- 
ma celor d’antaiu n+1 termeni, plus ua fractiune’ din 
termenul al (n+2); vom avĉ dera: 


cos*=l- —_ g?— T o-~, (1) 

1.2 1.2.3.4 “1.2...2n 1.2..(2n+2) 

in care 9 este un numer mai mic de cŭt 1, ales ast-fel 


x 2n + s 


r 2n + 2 


adaogita la suma cel- 


incŭt ouantitatea 9 - , , 

H 1.2....(2n+2) 

lor d’antaiu n+1 termeni ai seriei, se ne dee valorea • 

esacta a lui cos*. 

Inse cand n cresce la mfinit, auantitatea--- 

1.2...(2n+2) 

tinde catre zero*; si prin urmare la limita cand n=cc , * 2 b 7 
vom avd: 


cos«=l—-1-—-)-., (2) 

121234 12345 6 * v 1 

seria convergenta care dk pe cos^. 

Acesta formula am demonstrat-o in hipotese ck*>0; 

inse ea subsiste si pentru £<0; cŭci cos(—a;)“cosa;; si 

fiind-cŭ membrul al doileacoprindenumaiputericuso- 

tiu alle lui x , scambarea semnului lui x nu va aduce nici 

ua scambare in semnele termenilor desvoltarii. 

260. Din neegalitatile (A) deducem inca: 

x 

T’ 

X X 3 


sin«< 

sin«> 


1 1.2.3’ 
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sin£<C 


x 

T 


x s 

1.2.3 


x ŭ 

1.2.3.4.5 ' 


sin*<C 


x 




x° 


x 2n+j 


1.2.3 1 1.2.3.4.5 




sin+> 


x 


+ - 


ĵf 0 


1 1.2.3^ 1.2.3.4.5 '■ ± i.2..(2«+l)" r l."2..(2«+3)' 
Considerand seria 


1 .2,...(2« + 1)’ 

^n + l ^n+S 


X 


X 3 


X J 


x 2n + 1 


X%n + 3 


1 1.2.3^ 1.2.3.4.5 "•-1.2..(2«+l) + 1.2..(2«+3)’ 

vedem dera ck sin* * este coprins intre suma cellor d’an- 
taiu «+1 termeni si intre suma cellor d’antaiu «+2 
termeni; asia-dera valorea esacta a lui sin^ este egale 
. cu suma cellor d’antaiu «+1 termeni, plus ua fractiu- 
ne din al (« + 2) termen; adeca: 

3 <^*2n » |* 1 y-2 ii _|_ 3 

smX= r+T3+ 1.2 3 . 4 . 5 —- ± 1.2..(2m+i) T 6 1.2..(2«+3)’( 3 ) 
6 fiind un numer mai mic de cŭt 1 ales ast-fel incŝ,t se 
justifice equatia Deca inse « cresce la infinit, termenul 

^2n + 3 

—-rr tinde catre zero*; asia-dera la limita, cand 
1.2..(2«+3) ’ ’ 


«257 


«= cc, avem: 

* . * 5 x 7 

Sinx =-—- ++T7T+ o O aT -- n 

1 l.J.o l.J.o.4 .0 


(4) 


Acesta formula a fost stabilita pentru +>0; ea esiste 
inse si pentru *<C0. In adever, punend in (4) in locde 
x pe —x, semnele totor termenilor se vor scamba; im- 
multind apoi tota equatiunea cu —1, vom regasi tot 
equatia (4). 

Formulele (2) si (4) ne pot da valorea sinusului si 
cosinusului ori-carui arc coprins intre —90° si +90° 
cu ua aprossimatiune ori-c&t de mare vom voi. 
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DESVOLTAREA IN SERIA A LUI ARCTOx 


261. Vom presupune pe x mai mic de cŝ,t 1 seuegal 
cu 1, si positiv. 

Derivata functiunei arctgx este* *255 

1 


l+.v 2 

Efectuand divisiunea indicata in espressiunea 


dobandim : 

1 


1+®* ’ 


1+v 


=1— x 6 +&- .±<"+^1- 

l+x* 


esprime restul ce a remas dupe a (n + 1) dividune. 


<^2dH*2 

l+x 2 

Din acesta equatiune avem : 

(1 — x z+x*—x e + .+x 2n )=+ ®-. (a) 

1+a; 2 1 + a; 2 v ’ 

Functiunea primitiva a primului membru, pe care o 

insemnkm cu U, este : 


(x z 3 , x} rc 2 »+i 


X= arctgaf——— +— ——■-i 


. + - 


. (l>) 


3 ' 5 7 — 2n+l J 

i acesta functiune y vedem ck se anuledia deca ®=0. 
Primul membru al equatiunei (a), derivata a functiunei 
y, se pote dera insemna cu+', si acea equatiune se pote 
scrie mai simplu : 

a;2n+2 

(C) 


y 


• CC‘ ' • • • 

Quantitatea——este positiva, caci nu coprinde de 

1~T X 

cat puteri cu sotiu alle lui x; apoi 

/^2n -j-2 


2 n-j -3 


a;2n+2 

s T+¥ 2 


1+X' 


: <x 2D + 2 ; 

a;2n 42 


prin urmare y' fiind egal cu ^_^ dupe (c), avem : 
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v'>0, 

y'<.x 2D+2 , de unde : y'—x 2a+2 <.0 . 

Derivata y' a functiunei y este positiva ; prin urmare 
y cresce deca cresce x ; si fiind-ck y' se anuledia pentru 
ic=0, y va avd valori positive din ce in ce mai mari cu 
c&t va cresce x. Din contra, functiunea 

x 2Ul-3 

avend derivata sea 

y' - 

negativa, descresce cu c&t cresce x ; si fiind-cksiacesta 
functiune se anuledia pentru x=0, ea are valori nega- 
tive din ce in ce mai mari cu cat eresce x\ prin urmare 
vom av6 tot-de-una : 

a: 2n f 3 

J ~~~2n+3 <0 ’ 


seu 


v<4 




2n+3 ’ 


tn+S 


y fiind mai mic de cat > - vom put4 gasi un numer 

2«t3 

ore-care o, mai mic de cat 1, ast-fel in cat 




X 


,an+* 


2«+3 


Punend acesta valore in (b) si trecund parentesufdin 
membrul al doilea in membrul cel-alt, vom avĉ : 


y Y*3 

vv «A> »A> 


arctg*= T —- +T — 




*n+l 


-+«■ 


X‘ 


•2n+8 


2w+l 2w+3 


Inse deca n cresce la infinit, termenul 8 


X 


an+s 


2»+2 


tinde 


«257 catre zero*; prin urmare la limita, cand n=& , aveiŭ : 


www.dacoromanica.ro 











DESVOLTARI IN SERIA 


325 


. x a? , a? x 7 , 
ar c tgx_-- T+T - T+ . 


(5) 


In acesta demonstratie am presupus pe x positiv; 
inse formula (5) convine si in casul cand x este nega- 
tiv; c&ci atunci arctgx devine negativ, si toti termenii 
din membrul al doilea, cari coprind numai puteri fora 
sotiu alle lui x, si vor scamba si ei sĉmnul. Deca dera 
vom immulti tota 6quatiunea cu —1, vom regasi for- 
mula (5). Prin urmare acesta formula ne potĉ da arcul 
a carui tangenta este cunoscuta, tot-de-una cand acesta 
tangenta este coprinsa intrd -~1 si -f 1 inclusiv. 


CALCULUL LUI %. 

262. Formula (5) ne pote da mediul de a ealculara- 
portul circumferentiei catre diametru, raport care scim 
Cfi se insemnedia cu n. 

1°. Arcul 45°=-3- scim cA are de tangenta pe l*;pu-*65 
nend aceste valori in (5), avem : 

*_ 1 _ 1 . 1 _ 1 , 

4 ~ 1 3 + 5 7 +.’ 


seria care ne pote da pe n. 

Tt *64 

2°. Arcul 30°=- are de tanffenta pe—Aceste va- 
6 6 F V3 

lori, introduse in (5), dali seria : 


n 


6 V3 3(i/3) 8 5(V3) s 7(V3)’ ’ ’ v 

si punend P e y= factor comun, 
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n lf l 1 1 ) 

6 Vl{ 3.3 + 5.3 2 7.3* + / 

seria mai converginte de ci.t cea precedinte, care ne 
pote da pe n. 
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APENDICE. 


TEOREMA. LUI LEGENDRE. 

263. Deca laturile unui trianghiu sferic sunt forte 
mici in raport cu radia sferei pe care este situat acest 
trianghiu, putemfora nici ua erore apretiabile se calcu- 
lam, in loc de elementele trianghiului sferic, elementele 
unui trianghiu rectiliniu, alle carui laturi se fie egale cu 
laturile trianghiului sfenc, era anghiurile lui se fie egale 
cu anghiurile trianghiului sferic micsioratefie-care cu a 
treia parte a escesului sferic. Suprafetiele acestor doue 
trianghiuri sunt si elle egale. 

Fie triangĥiul sferic ABC pus pe 
ua sfera cu centrul in 0, acariiradia 
OA=r este forte mare in raport cu la- 
turile a,b,c, alle' triangĥiului. Consi- 
der si triangĥiul rectiliniu A'B'C', al- 
le carui laturi sunt egale cu laturile 
triangĥiului sferic. 

j.' Ne imaginĥm. ua alta sfera, tot cu cen- 
N. / trul in 0 si cu radia 1; acesta sfera, ta- 
oN. r iata de planele AOB, BOC, COA, va da 
triangĥiul sferic A^BjC^ alle carui an- 
gĥinri sunt egale cu alle triangĥiului sferic dat, adeca: 
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A t =A, BĴUB, CV=C. 

Cŭt pentru laturi, avem relatiunile: 


a 


din cari 


1 b x 

- , 


a , b c 

<2,-, , Cj- , 

r r r 


Trianghiul AiBiCu care se afia pe ua sfera cu radia 
*158 1, dii*: 

cosd^cos&iCoscrf-sin^sinCjCosA!, 

si inlocuind pe a^b^c^k^. cu valorile lor, 

a b c . b . c * 

cos—=cos-cos—j-sm-sm-cosA. 
r r r r r 

T . . . . a b c 

ln acesta equatiune putem inlocui pe cos-,cos -,cos-, 
, r r. r 

• 0 * . C . • .... 1 

*259,(2) sm sin-, cu desvoltariie lor in serii*: si fiind-ck - este 
260,(4) r r ’ r 

forte mic, vom negligĉ termenii in cari acesta qnanti- 

tate va intra la ua putere mai mare de e&t a patra: 


1 — 


a s a> 

r 

1 

* 

b 4 

f c 1 + 1 

1 0 i L 

2+ 1 24+ 

, 

2+ 

24+J 

2+ 1 24+J 

+ 

f? 

b s 'j 

'c c s 

\ 

cosA. 

r 

6+ J 

X 6+ 


Efectuŭm immultirile, negligiend erasi termenii ce 


contin pe — la ua putere mai mare de a patra: 
r 


2+ ' 24+ 


= 1 - 


b 2 


c 2 


f- 


Pc 2 


2r* 2r 2 1 24+ ' 24+ 1 4r' 


, f bc bc 3 b s c' 

+! ~la" 7T~i ~n~2 


cosA. 


t+ 6+ 6+T 

Trecund in un membru pe toti termenii ce nu con- 
tjn pe cosA si facund reducerile, 
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bc ( V+(?\ 


6r 


tf+c 2 — a 2 b i 4-c i —a i -i-GbV 

cosA==---—— - 4 - 

2r 2 24r 


si divisend cu confactorul lui cosA, 

b 2 ++—a 3 b i +c i -a i +6b 2 c 2 


cosA=m- 


2 r 


24r 4 


bc( x b 2 +c^ 


6r 2 

Iuimultim ambii termeni ai fractiunei cu 1- 
avem : 

b 2 +c 2 — a 1 & 4 +c 4 — a*+6b 2 c 2 

cosA 


b 2 +c s 


6 r 


.2 > 


2r 2 

24r 4 

h + V+c') 


f5 s +c 2 ] 

l 6r s 

'! 

[ + 6r s J 


Termenul 


fb 2 +c T f 

l -— , care se afla la numitorul fractiu- 

6r s J’ ^ 

nei, vedem ca va coprinde pe — la a patra putere du- 


pe ce vom efectua ridicarea la patrat; si fiind immul- 
bc 

tit inca cu factorul —, lu va coprinde la a siessea pu- 

tere; prin urmare acel termen se pote neglige, dupe 
conventiunea ce am facut. 

Facund immultirea numeratorului fractiunei cu pa- 


rentesul 


t b 2 +c* 


1+- 


6r 2 


, si continuand de a neglige terme- 


nii de un grad mai mare de cŝ,t al patruleain—, avem: 

b 2 +c 2 -a 2 b i +c i ~2b 2 c 2 -a 2 b 2 -a 2 c 2 b t +c i -a i +6b 2 c 2 
2 r 2 + 12r 4 “ 2i+ 


cosA= 


seu mai simplu, 


bc 
r 2 
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i b 2 +c 2 -a 2 aUĉ 4 +c 4 — 2a 2 b 2 —2a 2 c 2 -2Pc 2 

COsk= 2 ? + ~-"24i?cr*-' (1) 

Trianghiul rectiliniu A'B'C' d4: 

a 2 —b 2 -\-c 2 —2&ccosA', 

de unde 

,_b 2 +c 2 -a 2 


cosA' : 


2bc 


( 2 ) 


Inse 


sin 8 A /: =l —cos 8 A'; 


substituind aci valorea lui cos 2 A, dedusa din (2), si fa- 
cund reducerile, gassim: 

sin 8 A'- 2a ^ 2+2a8c 8+ 2 ^ V — 1 a 4 -^-c 4 


2b 2 c 2 

Immultim ambii membri cu— 


bc 
6 r 2 


£)csinA' a 4 +Zj 4 +c 4 — 2 a 2 b 2 — 2 a 2 c 2 —2 b 2 c 2 


( 3 ) 


6r 2 24 bcr 2 

Comparand equatiunile (2) si (3) cu (1), vedem ck 
prima fractiune din membrul al doilea al equatiunei (1) 
este identica cu cea din membrul al doilea de la (2); 
era a doua fractiune din (1) este identica cu cea din 
(3); prin nrmare : 

cosA=cosA'— fe s * n A . (4) 

6 r 

Insemnkm cu x diferentia intre anghiul A si A', adeca ; 

A— A'=x • (5) 

de aci 

cosA=cos(A'+:r)=cosA'cos:x; — sinA'sinA: • 
si fiind-CEi, x este forte mic, putem inlocui pe cosa? si 
*259,260 sin£C prin desvoltarile lor in seria* oprindu-ne la pri- 
mul termen al desvoltarii, si atunci 
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cosA=cosA' —aJsinA'. (6) 

Comparand equatiunile (4) si (6) avem; • 

£csin a A' 


x- 


6 r a 


si fiind ca SU prafatia triangliiului rectiliniu, 


aĉ= 


S' 


3r 8 


Punend acesta valore in (5) avem: 

S' 


A'=A- 


3r* 


(a) 


Lucrand assemenea si pentru celle-alte anghiuri, am 
obtine assemenea : 

S' 


B /= B— 

C'=C— 


3r a J 
S' 


3r 8 ’ 

Adunand aceste trei equatiuni una cu alta, 


(b) 

(o) 


A^+C^A+B+C— 1 


S' 


si fiind-cit 

A^+C^IBO 0 , 

avem : 

-=A+B+C~1S0 D - 


r 2 

inse 

A+B+C — 180°=e • 

deci 

S' 


r a 

seu 
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S' 

3 r 2 3 

Acesta valore fiind pusa in equatiunile (a), (b), (c), 
ne : 


A'=A-|, C—C—i, (A) 

adeca anghiurile trianghiului rectiliniu ce are acelleasi 
laturi ca si trianghiul sferic, sunt egale cu anghiurile 
acest.ui trianghiu sferic, micsiorate fie care cu a treia 
parte a escesului sferic. Prima parte a teoremei este 
demonstrata. 

Equatiun6a (7) dh escesul sfericprin raportul arcului 
catre radia; pentru a gasi espressiunea lui in grade, 

S' 

minute si secunde, trebue se impartim valorea lui, —, 


*76 data de acea equatiune, prin sinl "*, si atunci 

S' 


d6 unde 


r a sinl" 
S' 


-=c. 


esinl". 


( 3 ) 


Acesta valore punendu-o in (a), (b), (c), obtinem : 

3 3 3 

Equatiunea (8) ne d^. inca : 

S'=r 2 esinl". 


*219 Inse suprafatia S a trianghiului sferic este* : 

S=r 2 esinl''; 

deci 

S+S'; 

suprafetiele ambelor trianghiuri sunt dera egale, ceace 
completedia demonstratiunea teoremei nostre. 
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Teorema lui Legendre inlesnesce forte mult opera- 
tiunile geodesice In adever, radia pamentului este de 
6377398 metre, pe cand cel mai mare trianghiu geo. 
desic nu pote avd laturi mai mari de cŝ,t cel mult 40000 
metre; trianghiurile geodesice dera, cari in realitate 
sunt trianghiuri sferice, pot fi tratate ca trianghiuri rec- 
tilinie cu ajutorul teoremei lui Legendre. 

Essemplu. Radia pamentului fiind r=3266330 stan- 
jeni francesi, laturea AB a unui trianghiu de pe supra- 
fatia pamentului este de 56559 8t fr- ,04; anghiul A este 
de 78°4*9"_,53; anghiul B de si anghiulC 

de 42°5'36",07: 

Facund suma acestor anghiuri, se gasesce : 

A+B+C-ISO^O^.OO; 

prin urmare 

e=39", 1=13". 

Deci in loc de a resolve trianghiul sferic ABC, putem 
resolve un trianghiu 'rectiliniu A'B'C , ) in care laturea 
A'B' se fie tot de 56559 aL fr ',04, era anghiurile se fie 
ensesi anghiurile tringhiului sferic, micsiorate fie care 
cu cŭte 13", adeca : A'=78°3'56\53; B'=59°50'40",40 
C' —42°5'23'',07. Se gasesce ast-fel : A'C' —AC 
=72960 sfc fr -,00; B'C'=BC=82555 8t - fr ,62. 


Fine 
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ERRATA 

lformula de la pag. 80 randul 3 se se numerotedie (2). 

Figura de la pag. 233 se se inlocuiasca cu cea de la pag. 182. 
Formula de la pag. 288 randul 7 se se numerotedie (4). 
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